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R Phan hoat déng clia hoc sinh.
Tuy doi tuong cu thé ma gido vién st dung.
B Két thic chimg minh hoac 16i giai.

Ban quyén thuée Nha xuit ban Gido duc Viét Nam — Bo Gido duc va Dao tao.

01 - 2014/CXB/472 - 1062/GD Mis6: CHI101T4
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HAM S0 LUONG GIAC VA PHUDONG TRINH LUTNG GHAC

HAM SO LUONG GHAC VA
Chuong 4 PHUONG TRINH LUDNG GHAC

Tiép tuc phén gid tri frong gide va cdc chng thie fuong gide duoc hoc trong chuong cufi
clia Dai s8 10, chuong ndy cung cdp kién thic v ham sdlugng gide va céch gidl phuong
trinh lugng gide . O ¢4y chi yéu c4u giéi thanh thao c4c phuong trinh ¢o bén va nhimg
phuong trinh béc nhét va béc hai d6i v&i mt ham s8 long gidc.

Khéc véi nhimg ham s8 d4 duge hoc trubc day, cdc ham s8 y=sinx, y=cosx, y=tan x
va y =cot x |3 nhiing ham s4 tuin hoan. Cac ham sd nay gap nhiéu trong cic mén khoa
hoc tng dyng (V& If, Hod hoc, ...
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HAM SO LUONG GIAC

I - DINH NGHIA

Trude hét, ta nhac lai bang cdc gid tri luong gidc ctia cdc cung dac biét.

Cung
i ‘ z z L] x
1a Iri
lwong giac 6 4 3 2
|
SNV 0 - £ £ 1
/ 2 2
|
Cos X | é £ = 0
2 2 2
_ 3
tan.x 0 —_ 1 «E “
%
cot.x ‘l \ﬁ 1 £ 0
3
1
a) SUr dung may tinh bo i, hay tinh sin.x, cos x v8i x 1a cac sé sau :

BB e g Lol
5

b) Trén dudng tron lugng giac, véi diém géc A, hay xac dinh cac diém M ma sé do clia

~
cung AM béng x (rad) tudng (hg da cho & trén va xac dinh sinx, cosx (18y = 3,14).
1. Ham s8 sinva ham sd cdésin

a) Ham so sin

O 16p 10 ta di biét, c6 thé dat twong ing mébi s6 thue x véi mot diém M duy

=
nhit trén duong tron lugng gidc ma s6 do cua cung AM bang x (rad)
(h.1a). Diém M cé tung dé hoan toan xdc dinh, dé chinh la gia tri sinx.
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Biéu dién gi4 tri clia x trén truc hoinh va gid tri ciia sinx trén truc tung, ta dirge

Hinh 1b. L
f | ¥y
B
8in x ginxrF-------- «I‘w
I
|
A .. L
o i O ¥ X
a) b)
Hinl 1
Quy tac dat twong ing mbi s6 thire x véi s6 thire sinx
sini: R > R
X = y=sinx
duoc goi la ham s6 sin, ki hiéu la y = sin.x.
Tap xdc dinh cua ham sésinla R .
b) Ham sé cosin
& ¥ A
B
i
A :
! A | o x ’
B‘J
a) b)

Hinh 2
Quy tac dat twong (tng mbi s6 thue x véi s6 thue cosx
cos: R > R
X — y=COSX
dwge goi 1a ham s6 cosin, ki hiéula y = cosx (h.2).

Tap xdc dinh ctia ham sé césinla R.
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2. Ham s6 tang va ham sé cétang

a) Ham s6 tang

Ham s6 tang 12 ham s6 duoe xdc dinh bdi coéng thirc

SIX

y= (cosx = 0),

COosX

ki hi¢ula y = tanx,

" £ 9 ol Tt & # * b S
Vicosx # 0 khi va chi khix # — + kn (k € Z) nén tip xdc dinh ciia ham

sO y = tanx la
b R\{%+ kn, k € Z}
b) Ham sé cotang

Ham s6 eotang 1a ham s6 duge xdc dinh bai céng thire

COs X

y= (sinx # 0),

SIn X

ki hiéula y = cot .y,

Vi sinx # 0 khi va chi khi x # kn (k € Z) nén tap xdc dinh clia him s6
y = cotx la

D=R\{kn ke Z}.

ﬁ 2
Hay so sanh cac gia tri sinx va sin(—x), cos x va cos(—x).

NHAN XET
Ham s6 v = sin x 1a ham s8 1é, ham s6 y = cos x 1a ham sé chan,

tir dé suy ra cdc ham s6 y= tan.x va y = cot.x déu la nhimg ham sé 1é.

Il - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC

ﬁ 3
Tim nhiing s6 T sao cho fix + T) = fix) véi moi x thudc tap xac dinh clia cac ham sé sau :
a) fix) = sinx ; b) fix) = tanx.
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Ngudi ta chitng minh duge rang T = 2w 13 s6 dwong nhd nhit thoa man
dang thire

sin(x + T) = sinx, Vx € R (xem Bai doc thém).

Ham s6 y = sin x thoa min dang thifc trén dwoc goi la ham so tuan hodn véi
chu ki 27.

Twong tu, ham s6 y = cos.x 1a ham s6 tuin hoan véi chu ki 27,
Cic hAm s6 y = tanx v y = cotx ciing 1A nhimg him s6 tuin hoin, véi chu ki 7.

III - SUBIEN THIEN VA PO THI CUA HAM SO LUONG GIAC

A

Ham s6 y=sinx

Tir dinh nghia ta thidy ham sé y = sinx :

¢ Xac dinhvéimoixvr e R va—-1 <sinx<1;

 Li hamsé 1é ;

¢ La ham s6 tuin hoan véi chu ki 27,

Sau diy, ta s€ khao sit sir bién thién cua ham s6 y = sinx.

a) Su bién thién va do thi ham s6 y = sinx trén doan [0 ; @]

Xét cdc so thue xyp, vy, trong A6 0 < vy < xp < 5 Pat x3 = 1— x5, x4y =7 — .

Biéu dién ching trén dudng tron lugng gidc va xétsinx; tuong tmg (i = 1, 2, 3, 4)
(h.3a).

i
1
b o s e E——-
N
1 - 1
o e ____.|_____r__.__.|.____
[ I 1 I |
! - i ! I =
X X i X3 X4 T x
2
B a) b)

Hinh 3

;. . LT ~ n 5 . = .
Trén Hinh 3 ta thay, véi xy,.x, tuy ¥ thude doan [O : 5} va.xy <. thisinx; < sin.x,.

i T i ; 3
Khi d6 x3, x4 thudéc doan {5 ‘ 11:} va x3 < x4 nhimg sinxy > sinxy.
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1 = L A u af T[ % . P T[
Vay ham sé y = sinx déng bién trén [0 . §:| va nghich bién trén [E : f[i|.

Bang bién thién :

1
V= sin.y / \
- 0 0

D6 thi ctia ham s& y = sin.v trén doan [0 ; m] di qua cdc diém (0 ; 0), (x; ; sinx,),

(x5 ; sinxy), [g : IJ , (x5 5 sinxz), (xg 5 sinxy), (73 0) (h.3b).
CHU Y

Vi y = sin x 12 ham s6 1é nén 1dy déi ximg d6 thi ham sé trén
doan [0 ;7] qua gbc toa dé O, ta duge do6 thi ham sé trén doan

(== ; O].
D6 thi ham s6 y = sinx trén doan [-7 ; m] dwge bi€u dién trén
Hinh 4. 4

Hinh 4
b) Po thi ham s6 y=sinx trén R
Him s& y = sin.x 142 him s6 tuan hoin chu ki 21t nén véi moix € R ta ¢é
sin(x + k2n) = sinx, k€ Z.

Do dé, muén ¢é dé thi ham s6 y = sinx trén toan bé tip xdc dinh R, ta tinh
tién lién ti€p dé thi ham sé trén doan [-n ; 7] theo cdc vecto v = (27 ; 0)

vd —v = (-2n ; 0), nghia 1A tinh ti€n song song véi truc hoanh timg doan
cd do dai 2m.
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Hinh 5 dudi day 1a d6 thi ham s6 y = sinx trén R .

i
‘F

2n
Hinh 5
¢) Tap gia tri cia hamsé y = sinx
Tir do thi ta thidy tap hop moi gia tri cia hAim sé y=sinx la doan [-1 ; 1].

Ta néi tdap gia tri cua ham sé nay la [-1 ; 1].
2. Ham sod y=cosx

Tir dinh nghia ta thiy ham sé y = cosx :

* Xac dinhvéimoixe R va-1 <cosx <1 ;
e Lia ham s6 chan :

¢ L4 ham s6 tuin hoan véi chu ki 2m.

Véimoix € R ta cé dang thitc
. T
SH](.I’ + —] = COs.X.
2
" = & " = a w = = e " —+ 1[
Tir d6, bang cach tinh ti€n doé thi ham sé y = sin.x theo vecto u = [—E : OJ

] - # - ] - T[ o w &
(sang trai mot doan cd do dai bang oL song song vai truc hoanh), ta duge do

thi cia ham sé y = cos.x (h.6).

Hinh 6
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Tir d6 thi ctia ham s6 y = cosx trén Hinh 6, ta suy ra :
Ham s6 v = cos.x dong bién trén doan [-n ; 0] va nghich bién tén doan [0 ; n].
Bang bién thién :

¥ = Cosx . / \1_1

Tép gia tri cia hamsé y = cosx la[-1:1].

D6 thi clia cde him s6 y= cos.x, v=sinx durge goi chung 14 cic dwong hinh sin.

3. Him sd y=tanx

10

Tir dinh nghia ta thdy ham s6 y = tan.x :
* C6 tap xdc dinh 1A D= R \ {%+kﬂ,i’ e z} ;

* Lahamso lé:
* L3 ham s6 tuin hoan v&i chu ki «.

Vi vay, dé xét srr bién thién v v& d6 thi clia him s6 y = tan v, ta chi cin xét sur
L Ll L L~ - . 3 " - " > Rl 'I[ v i
bién thién va vé doé thi cua ham s6 nay trén nira khoang[{l : E] . sau dé ldy déi

: &g, & i s m T
xung qua géc toa dé O, ta duge d6 thi ham s6 trén khoang (— 5 . Ej .

Cuéi cling, do tinh tudn hoin véi chu ki m nén dé thi him s6 y = tan.x trén D

% A ® w P a ﬂ 11'“ = # " L
thu dwrge tir d6 thi ham s6 trén khoang [— ~ ; E] bang cach tinh tién song

song véi true hoanh timg doan c6 do6 dai bang .

i i 4 ; 5 n
a) Su bién thién va do thi ham sé y = tanx trén nua khoang [0 ;?J

a s JF & W 2 # 4 m ﬂ
Tir biéu dién hinh hoc cua tan x (h.7a), véi x, x; € [0 : E] . AM) = xy,

Fo ¥ —— PR
AM;y = x,y, AT|= tanx;, AT2 = tanx,, ta thiy :

x| <Xy = tanx; < tanx,.
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- o # £s 7 = .\ = s a af 7 a2 ﬁ
Diéu dé chimg t6 rang, him sé y = tanx dong bién trén nira kimang[ﬂ :—] :
4 tang Vi

T:J_ tan x,

b e

=Y

a) b)
Hinl 7
Bang bi€n thién :

X 0

b S

/+w

y = tanx / 1
0

R S —, — : T .
Dé vé do thi ham s6 y = tan.x trén nira khoang [(] : E] ta lam nhu sau :

Tinh gia tri cua ham s6 y = tanx tai mét s6 diém dac biét nhu x = 0, x = E

=
Il

=3

y X = lt—, ... 161 xdc dinh cdc diém (0 ; tan 0), [31— s tnn-jl), [1 : tanij.
3 6 6 4 4

—
w|=

s s
: tﬂllg) , .. 1a co bang sau :

, 0 i ] 1
: 6 A 3
y = tanx 0 % | A3

x s 5 - a ] n * # a3 et
D6 thi ham s6 y = tan.x trén nira khoang [U E] di qua cac diém tim duoc.

11
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a & - v u o T[ = - H % ~ w
Nhin xét rang khi x cang gin ) thi do thi ham s6 y = tanx cang gin

dudng thang x = L (h.7Db).
2 yi

b) D6 thi ham s6 y=tanx trén D

Vi y = tanx 12 ham s6 Ié nén dé thi ham
s6 ¢6 tam d6i ximg 1a gbe toa do O.
Liy déi ximg qua tim O do6 thi ham s&

' . m
y = tanx trén niura khoang |0 ;— |, ta —
2 Z
duwge d6 thi ham s6 trén nira khoang
m
-—;0].
2
Tir d6, ta duoe d6 thi him s6 y = tan.x trén

khodng (— % x %j Ta thay trén khoang Hinh 8

Q

nay, haim s6 y = tanx déng bién (h.8).
Vi ham s6 y = tanx tudn hoan véi chu ki m nén tinh ti€n do6 thi ham sé trén

; m 7 2 q ; i i
khoang [— 5 ,Ej song song vai truc hoanh tirng doan cé d6 dai 7, ta duoc

d6 thi ham s6 y = tanx trén D (h.9).

I 1 Yi 1 !
): : : :

] ] 1 1

1 ] ] 1

1 i 1 1

: : ’ -

| | : :

1 1 i 1

] ] 1 1

] ] i 1

1 ] 1 1

1 i 1 1 =
_3;5 =T —%E 0 _‘Iii_i ] 53;: Xx

] ] 1 1

1 I 1 1

] i 1 1

] ] i 1

: : | '

1 I H :{

1 i 1 1

1 i 1 1

] i 1 1

Hinh 9

* Tap gid tri cia hAm s6 y = tanx 1a khoang (- ; +).

12
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4, Ham sd y=cotx

Tir dinh nghia ta thidy haim s6 y = cot.x :

« Cotip xdcdinh la D= R\ {kn, ke Z} ;
e Lihamso lé ;

¢ La haim s6 tuAn hoan vé&i chu ki 7.

Sau day, ta xét sur bi€n thién va dé thi ciia him s6 y = cotx trén khoang (0 ; ),
réi tir d6 suy ra do thi ctia ham sé trén D.

a) Su bién thién va d6 thi ham sé y = cotx trén khoang (0 ;)
Vi hais6é xp vd xy saocho O <xy<xy<m,tacd 0< xy — 3y < m. Do dé

COSX|  COSX)

cotx; — cotxy = — _
sinx;  sinx,

SiN X5 COSX| — COS X Sin X

SIN Xy sin X9

sin(xy) — x

0l ~%) w0

sin.xj sin.x,

hay cotx| > cotx,.

Vay ham s6 y = cotx nghich bién trén khoang (0 ; 7).

Bang bi€n thién :
i

m
X 0 5 T

40
y=cotx \\U \
17) I T

—c0

Hinh 10 biéu dién dé thi ham sé y = cot x

trén khoang (0 ; m).

Hinh 10
13
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b) D6 thi ctia him s6 y= cot x trén D

D6 thi ham s& y = cotx trén D duge biéu dién trén Hinh 11,

Vi

-n

\

* Tap gid tri cia hAm s6 y = cotx 1a khoang (- ; +o).

—3n -

I
2 2

ml ;l;

1 I
I ]
1 I
| I
1 i
1 I
I I
1 I
1 I
1 i
1 I
I ]
I I
T ¥
| ]
I I
I I
1 I
1 !
1 I
I I
| I
| I
I !
1 I
1 1
| P

Hinh 11

BAI POC THEM

HAM SO TUAN HOAN

| - BINH NGHIA VA Vi DU

1. Pinh nghia
Ham s6 y = fix) cb tap xac dinh D duge goi la ham sé tudn hoan,
néu ton tai mots6 T = 0 sao cho vdi moi x e D ta c6 :
a)x-TeDvax+TeD;

b) flx + T) = flx).
S6é T dudng nhd nhéat thoa man cac tinh chat trén dudc goi la chu ki
clia ham s6 tuan hoan dé.

2. Vi dy

Vi dy 1. Ham sé hang fix) = ¢ (¢ la hang s8) la mét ham sé tuédn hoan.
Vi moi s6 duong T ta déu cd fix + T) = fix) = ¢. Tuy nhién khéng cé sé duong T
nhd nhét thod man dinh nghia nén ham sé tuan hoan nay khéng cé chu ki.

timdapan.com



Vi dy 2. Ham phan nguyén y = [v] da dudc néu trong Pai s6 10.
Ta xétham y = {x} xac dinh bdi : {x} = x — [x]. Né dugc goi la ham phan |& clia .
Chéng han, {43}=43-4=03;
{-43)=-43-(-5)=0,7.
Ta ching té6 ham y = {x} la ham tuan hoan véi chu ki la 1.
Thatvay, {x+1}=x+1-[x+1]=x+1-[x]-1=x-[x]={x}.

D6 thi cla ham sé y = {x} dudc biéu dién trén Hinh 12. Nhin vao dé thi ta thay
ham sé ¢6 chu ki bang 1.

Hinh 12
3. Do thi cia ham s tudn hoan

Gid slr y = f{x) |a mdt ham s xac dinh trén D va tuan hoan véi chu ki 7.
Xéthaidoan Xy =[a:a+T]vaXo=[a+T  :a+2T]vdia € D.

Goi (') va (C5) lan luct la phan cla d6 thi img véi x € X; va x € X, ta tim méi
lién hé gita (C ) va (C5) (h.13).

ryi

S

wy

1
I
a+T xo+T : a+2f
1
I

Y

Hinl 13
Lﬁ}-’ Xp bat ki thudc Xl thi X+ T = Xz.

15
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Xét hai diém My vaM, lan |uot thude (Cy)va (Cy), trong db

X, = X
M (xy ; yp) véi [ k=
rete [}-‘3 = f(xg)

J,l'z =Xy + T
va =f(.=.'ﬂ + = f{.l‘u );

Taco MM, =(xp—x;;y—-y1)=T ;0)=v (Vkhong dai).

Mz (.1‘2 . _}-‘2} vai

Suy ra M, la anh cla M, frong phép tinh tién theo vectd v . Vay "(C,) la anh cia
(C'y) trong phép tinh tién theo vects v".

Tir d6, muén vé dé thi clia ham s8 tuan hoan chu ki T, ta chi can vé dé thi cla ham sé
nay trén doan [ : @ + T], sau d6 thuc hién Ian lugt cac phép tinh tién theo cac vecto
v, 2V, .., vacacvecto —v, —2v, ... ta dugc toan bd dé thi clla ham sé.

Il - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC
1. Tinh tudn hoan va chu ki clia cac ham s0 y = sinx va y=cosx

DINH LI 1

Cac ham sé y = sinx va y = cos x la nhilng ham sé tuan hoan véi
chu ki 2x.

Chung minh. Ta chimg minh cho ham s6 y = sinx (trudng hop ham sé y = cos x
dugc chimg minh tuong tu).

Ham sé y = sin.x ¢6 tap xac dinh |14 R va véi moi s6é thuc x ta cb
x-2ne R,x+2ne R, (1)
sin(x + 27) = sinx. (2)

Vay y = sinx la ham sé tuan hoan. Ta chimg minh 2x & sé dudng nhé nhat thoa
man cac tinh chat (1) va (2).

Giaslrcos6Tsaocho0<T <2nvasin(x+7T)=sinxy, Vv e R.

Chon x = g ta dudc

T
siu[—+ T): sinE =1 cosT=1.
2 2

Diéu nay trai gid thi€t0 < T < 2m.

Vay 2n la s6 dudng nhd nhat thod méan tinh chat (2), nghia la 2n la chu ki cla
ham sé y =sinx. ®
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2. Tinh tudn hoan va chu ki ctia cac ham s6 y = tanx va y = cotx

DINH Li 2

Cac ham s6 y = tanx va y = cot x la nhimg ham s& tuan hoan véi
chu ki =.

Chung minh. Ta chihg minh cho ham sé y = tanx, (trudng hdp ham sé y = cot x
dudgc chimg minh tuong tw).

Ham sd y = tanx coé tap xac dinh D = R \ {~§+ km ke Z

VéimoixeDtacox-ne Dvax+=xeD, tan(x + 1) = tan.x.

Vay y= tan xlaham sé tuan hoan. Ta ching minh = la chu ki clla ham s& nay.
Giaslrcosé T saocho 0 < T < nvatan(x + T) = tanx, Vx € D.
Chonx=0thixe Dvatan(0+7T)=tan0= 0.

Nhung tan @ = 0 khi va chi khi a=kn, ke Z,dodéphaicéT =kn, k € Z . Diéu
nay mau thuan véi gia thiét 0 < T < .

Vay chu ki cha hamsd y=tanxla . m
Bai tap

. G i I | s ;
Hiy xdc dinh cédc gid tri cia x trén doan [-—‘l‘[ ;? dé ham s6 y=tanx:

a) Nhan gi4 tri bang 0 ; b) Nhin gi4 tri bang 1 ;
c¢) Nhén gia tri duong ; d) Nhén gia tri am.

Tim tip xdc dinh cua cdc ham s6 :
_l+icosx

’ - ’] + cosx :
SinX 1-cosx
m

) y= tan[_\' - 1] ; d) y= COI(J.' +—J.
3 6

Dura vao dé thi ctia ham s6 v = sinx, hiy v& dé thi ctia hAm s6 y = [sinx].

a)y

Chimg minh rang sin 2(x + km) = sin 2x v&i moi s6 nguyén k. Tir dé vé dé thi
ham s y = sin 2.

17
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: . er e ; 1
Duya vao dé thi ham s6 y = cos.x, tim cdc gid tri ciia x dé cosx = o)

Dira vao dé thi him s& vy = sinx, tim cdc khodng gid tri clia x dé him s& dé
nhan gia tri duong.

Dira vio dé thi ham s y = cos.x, tim cdc khodng gid tri cla x dé ham s& dé
nhéin gia tri am.

Tim gia tri 16n nhat cua cdc ham s6 :

a) y= 2Jcosx + 1 :

b) y= 3 - 2sinx.

PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN

Tim mét gia tri clia x sao cho 2sinx — 1 = 0.

Trong thire t€, ta gap nhimg bai todn dan dén viéc fim tat ca cdc gid tri cha x
nghiém ding nhimmg phuong trinh nao dé, nhu

Isin2x+2=0
hoac 2cosx +tan2x — 1 =0,
ma ta goi la cic phuwong trinh luong gidc.

Gidi phuong trinh litong gidc 13 tim tat ca cdc gid tri ctia 4n s6 thod mén
phuong trinh da cho. Cdc gid tri nay 1a s6 do cua cdc cung (gbe) tinh bang
radian hoac bang dé.

Viéc giai cdc phurrong trinh lwong gidc thuong dira vé viéc giai cdc phurong
trinh sau, goi 1a cdc phwong trinh lwong gidc co ban :

SINX =@, CosSX=d, tanx=a, cotx = a,

trong dé a 14 mot hang sé.
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1. Phuong trinh sinx=a

A

2
Cé gia tri nao clia x thod man phuong trinh sin.x = —2 khéng ?

Xét phuong trinh sinxy = a. (1)

gin

Trudng hop lal > 1

Phuong trinh (1) vé6 nghiém, vi |sinxl <1
vdi moi .,

Truong hop lal <1

Vé duong tron lwogng giac tam O, truc
hoanh la truc césin, truc tung la truc sin.
Trén truc sin ldy diém K sao cho OK = a.
Tir K ké dudng vuéng gée véi truc sin, cat B
duong tron lwong gide tai M va M déi
xttng v6i nhau qua truc sin (n€u |a| = 1
thi M trung véi M') (h.14).

Hinh 14

N N
Tir d6 ta thiy s6 do cua cdc cung lugng gidc AM va AM' la tit ca cdc nghiém
cua phuong trinh (1).

= N El o m -
Goi @ la s6 do bang radian ciia mét cung lugng gidc AM , ta cé
7k
sdAM = a+k2n, ke Z ;

sdArﬂ}' =n-a+kn, ke Z.
Viy phuong trinh sinx = @ ¢6 cdc nghiém la
a + kim, ke Z;
Wi rkdn, Ked

1l

A

X

T m
—— e v o s e R
Néu s6 thue o thoa man diéu kién 2 2

thi ta vi€t a = arcsin a
sing = a

(doc 14 ac-sin-a, nghia 12 cung ¢é sin bang a). Khi dé, cidc nghiém cla

phuong trinh sinx = a dige viét la

x=arcsina+ k2n. ke Z
vix=T7- arcsina+ k2n. k € Z.
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CHU Y

a) Phuong trinh sin.x = sin &, v&i @ 1a mot sé cho trude, ¢d cac
nghiém la

xX=a+k2n, ke Z
va X=m—-a+kin, ke Z.
Téng quat,

Ty fx)=glx)+k2n, kel
SR =g e flx) =T - gx)+ k2m k € Z.

b) Phwong trinh sinx = sin 8° ¢6 cdc nghiém 1a
x=B"+k360° ke Z
va x=180"- B° +k360°, ke Z.

¢) Trong mot c¢oéng thife vé nghiém cna phuong trinh luong
gidc khéng duwge dung déng thdi hai don vi dé va radian.

d) Céc trurong hop dac biét :
* g¢= | : Phuong trinh sinx = | ¢d cac nghiém la

x=Z iidm ke Z.
2
¢ ¢= -1 : Phwong trinh sinx = -1 ¢6 cdc nghiém la
E= —% +ik2n. ke L.

* ¢ = 0 : Phuwong trinh sinx = 0 ¢6 cac nghiém la

x=kn. ke Z.
Vidu 1. Giai cdc phwong trinh sau :
. 1 . 1
a) sinx = — ; b) sinx = —.
2 5
Giai

g . | . .M
a) Vi — = sin— nénsinxy = — < sinx = sin—,
2 6 2 6

Vay phuong trinh ¢6 cdc nghiém la
x= %+k2ﬂ,k €eZ vd «x= 'n-% +k2m = %” +kn ke Z.

20

timdapan.com



1

. . : o . . . .
b) Ta ¢ sinx = s khi x = arcsmg. Viy phuong trinh sinx = = cé cdc

1
5
nghiém la

I 1
x=aresin—+k2n . ke Z vi x=m-arcsin—+k2n. ke Z.

3
ﬂGiéi cac phuong trinh sau :

a) sinx =% : b) sin(x+43°%)= —g.
2. Phudng trinh cosx=a
Truong hop |a| =1 sin d

Phuong trinh cos x = a v6 nghiém
vi |eosy] <1 véi moi x.

Trudng hop ld <1

Twong tu truong hop phuong trinh A'
sinx = a, ta ldy diém H trén truc césin

sao cho OH = a. Tir H ké durong
vuéng géc véi truc codsin, cat dudng
tron lwgng gidc tai M va M' déi
Ximg véi nhau qua truc edsin (néu
lal = 1 thi M = M) (h.15).

Hinh 15

\ ¥ A = m * m! = - a &
Tir dé ta thidy s6 do ciia cdc cung lwong gide AM va AM' la tdt ca cdc
nghiém cua phuong trinh cos.x = a.

# it - L L. m #
Goi @ la s6 do bang radian cia mét cung lugng giac AM ,tacd:
M
sdAM =a+k2n. ke Z ;

Y
sdAM' =-a+k2n, ke Z.

Vay phuong trinh cos x = @ ¢6 cdc nghiém la

x=xa+k2n ke Z.
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CHU Y

a) Phwong trinh cos x = cos &, véi @ la mot sé cho trude, c6 cac
nghiém la

x=tra+kin ke Z.
Toéng quit, cos f(x) = cosg(x) & f(x) = +g(x)+ k2n .,k € Z.
b) Phuong trinh cosx = cosﬁ’n c6 cic nghiém la
x=+B°+k360° k € Z.
¢) Néu s6 thure @ thoa min cdc diéu kién
Osas<sn
{cosa =a

thi ta vi€t @ = arccosa (doc 1a ac-cdsin-a, ¢6 nghia 1a cung ¢6
cosin bang a). Khi dé, cdc nghiém ciia phuong trinh cos x = «
con duge viét 1a

x=zarccosa+ k2n,k € Z.
d) Cac truong hop dac biét :
¢ g¢= | : Phuong trinh cosx = | ¢6 ciac nghiém la
x=k2n, k e Z.
* g¢= -] : Phuong trinh cosx = -1 ¢6 cdc nghiém la
x=n+kn, k € Z.

¢ g = 0: Phuong trinh cosx = 0 c6 cac nghiém la

,1-:1+kﬂ,ke Z.
2

Vidu 2. Giai cdc phwong trinh sau :

V2

m
a) cosx = CDSE ; b)cos3x= —— ;

c) cosx = % J d) cos(x + 60°)= —.

Giai

V2

2

a) cosX = cns% =y ox=4 2 +k2n.k € Z.
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N

b) Vi—-—= t:t:t:aE nén
2 4

cos 3x = — —2 <SicosIx = ('1:::53%ft &5 3x=+ % + k2m

s al o g 20 pe g
A g

1
c)cosx=— <& x=tarccos— + k2n. ke & ;

1
3
d) Vi % = cos45° nén

: Oy ‘J§ & o - (4] 2 D_ 4] K o
cos(x + 60 )_T S cos(x+60)=cosd4d < x+60 =+45 + k360

x = —15° + k360°
= (ke Z) m

x =-105° + k360°

4
ﬁGiéi cac phuong frinh sau :
NE)

1 2 ;
a) cosx=—-—: b) cosxy=—: ¢) cos(x+30°%)=—.
) > ) 3 ) cos(x ) >

3. Phudng trinh tanx=a

Diéu kién clia phuong trinh 14 x # % +ikn (ke Z).

Can cif vio d6 thi him sé y = tan x, ta thiy véi mbi s6 a, dé thi him s y = tan x
cat dudng thang y = a tai cdc diém cé hoanh do sai khdc nhau mét béi clhia 7t

(h.16). ¥

k
I I ! . | |
| I S N
3 ¥ s | i
: i8E Sl 5.  {3x
: i aen/ T 12 112 -
S J o |0 m) B wem 2xeal =
| : | i ’ ’
I ! ! - i |
: : | : ‘ :
| 5 i i : :
Hinh 16
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Hoanh dé cia méi giao di€m 132 mot nghiém cta phwong trinh tanx = a .

I " PO S T
Goi.x; 1a hoanh d6 giao diém (tan.x; = @) thoa min dicu kién == <X < ="

Ki hiéu x; = arctan « (doc 1d ac-tang-a, nghia 13 cung ¢é tang bang ). Khi dé,
nghiém cua phuong trinh tanx = a 1a

X = arctana + kn, k € Z.

CHITY
a) Phuong trinh tan x = tan @, véi @ la mét sé cho trude, c6 cac

nghiém la
x=a+kn ke Z

Téng quat, tan f(x) = tang(x) = f(x) = gx) +im, k e Z.

b) Phuong trinh tanx = tan 8° ¢6 cde nghiém la
x=p8°+k180° k€ Z.

Vidu 3. Giai cic phwong trinh sau :

a) tanx = tﬂll% . b) tan 2x :—13 - ¢) tan (3x + 15%) :\E.
Giai

a) tanx = tan% o % +kn, k € Z.

b) tan 2x = —% & M= arctan[—%} + km

= larcmn[—l] + A’E, ke Z.
2 3 2
c) Vi \E = tan 60° nén tan(3x + 15°) = \ﬁ & tan(3x + 15°%) = tan 60°

< 3x+15°=60° + k180° & 3x = 45° + k180°
<Sx=15"+k60° ke Z. =
5

Giai cac phudng frinh sau :

a)tanx=1; b) tanx=-1; c) tanx = 0.
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4, Phuong trinh cotx=a

Diéu kién cua phwong trinh 1a x # kn, k € Z.

Can cit vio dé thi ham s& y = cot x, ta thiy véi mbi s6 a, dudng thang
y = @ cat d6 thi ham s6 y = cot x tai cdc diém cé hoanh d6 sai khdc nhau
mot boi cnam (h.17).

Y

1 1 I

1 1 1

1 1 |

1 1 I

1 1 I

1 ] I

1 1 I

1 1 |

1 L] 1
i\"l'h‘; X — T % 3
28! _3g i T g E o = E ‘7L x

roTg ! i 8 2 \,!

1 Iy ! Iy

\ i ! a L

\; \; \ \i

i i 1

1 1 I

] i I

Hinh 17

Hoanh dé cia méi giao di€m 1a mét nghiém clia phwong trinh cotx = a.
Goi x; 12 hoanh dé giao di€ém (cot.x; = @) thod man diéu kién 0 < x; < 7.
Ki hiéu x| = arccot a (doc 12 ac-cétang-a, nghia 14 cung cé cétang bang a).

Khi d6, cdc nghiém ctua phwong trinh cotx = a la

x = arccota + kn, k € Z.

CHU Y
a) Phuong trinh cot.x = cot ¢, véi & la mét sé cho truwrde, ¢ cic
nghiém la

x=a+kn ke Z
Téng quat, cot f(x) = cotg(x) = f(x)= gx)+kn, k e Z

b) Phuwong trinh cotx = cot 8° ¢ cdc nghiém la
x=B8"+k180° ke Z.
25
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Vi du 4. Giai cidc phuong trinh sau :

a) cotdx = cot ZTE :

b) cot3x=-2;

¢) cot(2x - 10%) = 7]5

Giai
a) cotdx = mtz—"lt & 4y = E +inex= l+ ki, ke Z.
7 i) 14 4

b) cot 3x = -2 &> 3x = arccot(-2) + km

= l arccot(-2) + kE, ke Z.
3 3

I
¢) Vi == = cot60° nén

5

cot(2x — 10%) = < cot(2r — 10%) = cot 60°

-

< 2x-10°=60° + k180°

Sx=35"+k90% ke Z. =

6
ﬁﬁiéi cac phudng frinh sau :

a)cotx=1; b) cotx=-1; c)cotx=0.

GHI NHO

Méi phuong trinh
sinx=a(lal<l);cosx=a(lalsl);tanx=a;cotx=a
c6 vé 56 nghiém .

Giai cdac phuong trinh trén la tim tdat ca cdc nghiém cia ching.
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BAI POC THEM

GIAl PHUCONG TRINH LUONG GIAC CO BAN
BANG MAY TINH BO TUI

C6 thé sl dung may tinh bd tii (MTBT) dé gidi cac phudng trinh Iuong giac co
ban. Tuy nhién, d&i véi phuang trinh sinx = @ may chi cho két qua la arcsina véi
don vi la radian ho#c da dudc déi ra do. Luc d6, theo cong thilc nghiém ta viét
cac nghiém la

x=arcsina +k2n. ke &
va X=T-—arcsing +k2m,. k € Z.
Tudng tu, d8i véi phuong trinh cos x = @ may chi cho két qua la arccos a, ddi véi
phuong trinh tan x = @ may chi cho két qua |a arctana.
Vi du. Dung MTBT CASIO fx — 500 MS, giai cac phudng trinh sau :
a) sinx=0,3 ; b) cos.t‘=—% ; ¢) tanx =3,

Gidi
MODE

a) Néu muéh cb dap sé bang dd thi bAm ba lan phim @ sibim phim (1S
man hinh hién ra chir D. Sau d6 bam lién tiép

SHIFT
CoCCCdmaeos
Déng th(r nhat trén man hinh hién ra sin ' 0.5 (c6 nghia 1a arcsin 0,5) va két qua &
dong thit hai 1a 30°0°0 (arcsin 0,5 da dudc d6i ra do).
Vay phudng trinh sinx = 0,5 cb cac nghiém la
x=30°+k360°, keZ
va x =180° - 30° + k360° = 150° + k360°, ke Z.

b) Bam lién tiép
SHIFT

Déng thir nhat trén man hinh 13 cos ' — (1 1 3) (c6 nghia la mt‘cos[—é] ) va két qua

& dong thir hai 1a 109°28'16.3" (arccos( ] da duoc i ra do).

..
3
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|
Vay phuong trinh cosx = = ¢6 cac nghiém la x = + 109°28'16" + k360°, k e Z.

BHIFT _—
c) Bam lién tiép _ m ﬁ ﬁ m

déng thd nhat trén man hinh la tan”! Jg (cd nghia la arctan-\ﬁ) va két qua &
déng thir hai la 60°0°0 (arctanﬁ da dudc déira dd).

Vay phuodng trinh tan.x = JS_' c6 cac nghiémla x=60° + k180°, k€ Z. =

CHUO ¥
a) P& giai phuong frinh sinx =0,5 véi két qua la radian, ta bam ba
MODE
1an phim (B r3i bam phim @EB. man hinh hien ra chir R.

BHFT
Sau dé, bam lién liépi@ﬂgug
ta dudc két qua gan ding la 0,5236 (arcsin 0,5 = 0,5236).
Vay phudng trinh sinx =0,5 c6 cac nghiém la
x=03236+k2m, keZ
va x=x-052306+ k2w, ke
b) Dé giai phudng trinh cotx=a bing MTBT, ta dua vé giai phuong

]
trinh tany=—.
a

Bdi tap

Giai cdc phuwong trinh sau :

a)sin(x+2) = -%- ; b)sin3x=1;
c) sin[ﬂ— 1]: 0: d) sin(2x 4+ 20°) = —ﬁ.
4 3 2

Vi nhitng gid tri nao cta x thi gid tri cia cdc ham sé y = sin3x va y = sinx
bang nhau ?

Giai cdc phuong trinh sau :

a) cos(x—1)= % . b) cos3x = cos 12° ;
c) cos[gi = E] - —L : d) cos “2x = l
2 4 2 4
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. 2cos2x
4. Giai phuong trinh L = (.
| — sin2x

5. Giai cdc phuong trinh sau :

V3

a) tan(x — 15°) =T : b) cot(3x - 1) = —\E :
c) cos2x tanx =0 ; d) sin3x cotx = 0.

P = A0 - .~ AT R o B L T :
6. Véi nhitng gid tri ndo cua x thi gia tri cua cdc ham sé6 y = tan[i - IJ va

y = tan 2x bang nhau ?
7. Giai cac phuong trinh sau :

a) sin3x —cosSx=0; b) tan3x tanx = 1.

MOT SO PHUONG TRINH LUONG GIAC
THUONG GAP

I - PHUONG TRINH BAC NHAT POI VOI MOT HAM SO LUONG GIAC

1. Binh nghia

Phuong trinh bdc nhat déi véi mot ham sé luong gide 1a
phuong trinh c6 dang

at + b =0, (1)

trong dé a, b 1a cdc hang s6 (a # 0) va r 1a moét trong cdc ham
56 lwong giac.

Vidul
a) 2sinx — 3 = 0 Ia phuwong trinh bic nhat déi véi sinx,

b) \E tanx + 1 = 0 la phwrong trinh bac nhit déi véi tanx.

1
RGiéi cac phuong trinh trong Vi du 1.
29
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Cach giai
Chuyén v€ réi chia hai vé€ cia phurong trinh (1) cho a, ta duwa phwong trinh (1)
vé phuong trinh lwgng gidc co ban.

Vidu 2. Giai cdc phwong trinh sau :

a) 3cosx+5=0; b) \Ecntr—3: 0.
Giai

a) Tir 3cosx + 5 = 0, chuyén v€ ta cé

3cosx=-5. (2)

Chia hai v€ cua phuwong trinh (2) cho 3, ta dwoge cosx =- %

5
Vi - 3 < —1 nén phwrong trinh da cho vé nghiém.

b) Tir J3cotx—3=0, chuyén vé ta cé
\Ecm_\' =3 (3)
Chia hai v&€ cua phwong trinh (3) cho 3.t durge cotx = V3.

Vi -Jg: cnt% nén cotx = J§ <> cotx = cnt% & X = %-hk:'t,ke Z.n

Phuong trinh dua vé phudng trinh bac nhat ddi véi mét ham sé
lugng giac

Vidu 3. Giai cdc phuong trinh sau

a) 5cosx - 2sin2x=0; (4)
b) 8sinx cosx cos 2xv = ~1. (5)
Giai

a) Ta ¢ Scos.x — 2sin 2x = 04> Scos v — dsinx cosx = 0 < cosx(S — 4sinx) =0
cosx =0
&
5—4sinx = 0.

scosx=0x= % +kn. ke Z.
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II -

1.

A

2,

: : : 8 A . R
*5-4sinx=0< 4siny =35 & sinx = 1 Vi i > | nén phurong trinh nay
v6 nghiém.

Viy phuong trinh (4) ¢é cdc nghiém la x = % +km, ke Z.

b) Ta cé

8sinxcosxcos 2y = —1 < 4sin2xcos2y = —| < 2sindy=-1

’ 4x=-2im  |x= —?i+ o
& minda= _E = 75 = ?“4 2 (keZ). m
Bp="T iy |p=rdd
6 Tl

PHUONG TRINH BAC HAI DOI VOI MOT HAM SO LUONG GIAC

Binh nghia
Phuong trinh bic hai déi véi mot ham s6 lwong giac 1a phwrong
trinh ¢é dang
f.:.'2 +bht+c=0,

trong d6 a, b, ¢ 1a cdc hing s6 (¢ # 0) va r 1a mot trong cic
ham s6 lugng gidc.

Vidu4
a) 2sin 2y + 3sinx—2=01a phuong trinh béc hai déi véi sinx.
b) 3cot’x — Scotx— 7= 012 phuong trinh bac hai déi véi cotx.

p.
Giai cac phuadng frinh sau :
a) 30052.1'— Scosy+2=0;

E::n),ll’;t:«m2 x—243tanx+3=0.
Cach giai
Pat biéu thite lwong gide lam 4n phu va dit diéu kién cho 4n phu (néu cé)

réi giai phuwrong trinh theo 4n phu nay. Cudi ciing, ta dua vé viéc giai cic
phuong trinh lrgng gide co ban.
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Vidu 5. Giai pharong trinh
2sin? < + ¥2sin=—2=0.
2 2
Gidi. Dt sin% = 1 véi diéu kién

= e ()

ta duoge phuong trinh béac hai theo ¢

W it = 2=0. (1)

Phuwong trinh (1) c6 hai nghiém 1 = ~2 va = % nhiung chi ¢6

2 e R 2 . :
t» = — thoa man diéu kién (*). Vay ta cé
5 : ]

X . A .
5IN— = — <= SINl— = sIn—
2
%=%+£2n 1:%+A41t
S s (keZ). m
ML 1—?1[-#1"(4?[

3. Phuong trinh dua vé dang phudng trinh bac hai déi véi mét
ham sé lugng giac

R
Hay nhéc lai :

a) Cac hang ding thitc Iuong giac cd ban :

b) Céng thic cong ;

¢) Céng thirc nhan déi ;

d) Céng thiic bién déi tich thanh tdng va tdng thanh tich.

C6 nhiéu phuwong trinh lwrgng gidc ma khi giai ¢6 thé dua vé phuong trinh
béc hai d6i véi mot ham so lwgng gide. Sau diay 1a mot s6 vi du.
Vi du 6. Giai phuong trinh
5 _ , r
6cos x + Ssinxy-2=0. (2)
32
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- U o Alm 2 . 2 w -
Giai. Bién doi cos' x = | - sin v, ta dira phuong trinh (2) vé dang
_ 6sin’x + Ssinx +4 = 0.
Dit sinx = f véi diéu kién -1 <t < 1, ta duge phuong trinh bic hai theo ¢

6 & S d =0, (3)

Phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém ¢ = % VA 1y = —% nhung chicé t, = —%

thoa man diéu kién. Vay ta cé

; 1 . . ( *n]
51Ny = —— <= 511X = 51n| ——
2 6
= N
5 ; (keZ) m
¥= A + k2n
6

Vidu 7. Giai phwong trinh

wE tanx — 6cot x + 2\!_ = B (4)

Gidi. Diéu kién cia phuong trinh (4) 1a cosx # 0 va sinx # 0.

Vicotx= nén phirong trinh (4) ¢6 thé viét duéi dang
tan.x
6
\Gtan..r— +2\E—3= 0,
tan.x
hay \Etanz_r + (243 - 3)tanx- 6= 0.

Pat tanx = ¢, ta duge phuong trinh bac hai theo ¢
B+ 3 -3)-6=0. (5)

Phuong trinh (5) ¢6 hai nghiém : t| = \E Jt==2.

ey 3 m T
Véi 1 = Jg ta co tanx = -J?_: < tanx = tzmg P— E +kn. ke Z
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Véity=—-2tacétanx=-2< x = arctan(-2) + kn, k € Z.

Cac gid tri ndy déu thoa mén diéu kién néu trén nén ching 13 cdc nghiém
ctua phrong trinh (4). =

4
ﬁGiéi phuang frinh 3cos 6x + 8sin3x cos 3x — 4 = 0.

Vi du 8. Giai phuong trinh

il . 2
2sin"x — 3sInx cosx — cos x = -2, (6)

Giai. Tru6e hét, ta thiy n€u cos.x = 0 thi phuong trinh (6) ¢6 vé trdi bang 2, con
v& phai bang -2, nén cos.x = 0 khéng thoa min phuong trinh (6). Vay cosx # 0.

~ . ‘e . 2
Vi cosx # 0 nén chia hai vé€ eia phuong trinh (6) cho cos “x, ta duoc

2tan’x - Stanx - 1 = — & 2tan’x — Stanx — 1 = -2(1 + tanz,\').

cos X

Ta dwra duoe phuong trinh (6) vé phuwong trinh béc hai theo tanx

2
4tan x - Stanx+1 =0

tany = 1

—

1
fanxy = —.
4

s Enxs ]l esxs % +kn. ke Z.
1 1
* tanx = — <> x = arctan— + Akn, k € Z.
4 4
Vav phwrong trinh (6) ¢6 cdc nghiém la
Tl
xX=—+km
1
va qr= arctanz+ kn(ke ). |
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Il - PHUONG TRINH BAC NHAT DOI VOI sinx VA cosx

1. Cdng thirc bién ddi biéu thirc asin x + bcos x

j hﬁ
Dura vao cac céng thirc cong da hoc :
sin(a +h) = sinacos b + sinbcosa ; cos (@ +bh) = cosacos b - sinasinb ;

sin(a — b) = sinacos b - sinhcosa ; cos (@ — b) = cosacos b + sinasinh

= 5 T o E 3 i &
va két qua cos—=sin— = ﬁ hay ching minh rang :
4 4 2
a) sin.x + cos.x = \Ecus[.r - %j : b) sinx — cosx = \Esiu(_r = %] |

= Py & o 2 2 -
Trong trudng hop tong quat, véi a” + b” # 0, ta cé

f b
asiny + bcosxy = a2 - hz [; —cos.r}.
'\\‘az 4 1'92 \I'i:af2 + !92

a ? b 2 -
Vi + = 1 nén c6 mét goe & sao cho

;az + b2 \_Jlaz bb*

= cos &,

siny +

= sin &.

a b
\u'az + h2 \‘az + bz
Khi dé asinxy + beosy = "Jti‘z + .":2 (sin vcosa + cosxsine)

= ‘\ﬁaz + b2 sin(x + a).

Vay ta c6 céng thirc sau

asinx + bcosx = ‘\iaz + b2 sin(x + &), (1)
” a .. b
vl cos @ = = vi sin Q@ = :
;”2 - h‘z ﬁ-.iaz - hz

2. Phudng trinh dang asinx + bcosx=c¢

Xét phuong trinh asinx + bcosx = ¢, (2)
véia, b, c e R ;a, bkhoéng déng thei bang 0 (az s h2 =0).
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Néu a = 0, b # 0 hodc a # 0, b = 0, phwong trinh (2) ¢6 thé dia ngay vé
phuong trinh liwong gidc co ban. Néu a # 0, b # 0, ta dp dung céng thire (1).

Vidu 9. Giai phwong trinh

sinx+ y3cosxy=1.

Giai. Theo cong thire (1) ta ¢6

siny ++3cosx = «.JI - (\E]z sin(x + @) = 2sin(x + @),

trong dé cos @ = IE sina = 73 Tirdé1dy @ = % thi ta c6

. : )
siny + 43 cosxy = 23111[_\' e 5]

Khi dé
siny + 4 3cosxy=1 & 'Zsin(.x‘—i—ﬁ] =1 sin[.r+ij — i
A 3 2
, [ TI) o
& sin| X +— | = sin—
3 6
.r—i—§=%+k2ﬂ: .r=—%+k27t
ek &>
1’+E=ﬂ—£+k2ﬂ x=£+k21t{kEE).-
3 6 2

6
Rﬁiéi phugng frinh ﬁslnir—coslr =-J§.

Bdi tap

1. Giai phuong trinh
;B y
sin"x — sinx = 0.
2. Giai ciac phwong trinh sau :

a) 2c0s%x — 3cosx + 1= 0 - b) 2sin2x + 2 sindx = 0.
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3.

4.

Giai cidc phwong trinh sau :

a]sinZ% - 2cns%+ 2=0; b) 8cn52,r +2sinx—7=0;
c) Ztanl,r + 3tanx+1=0; d) tanx - 2cotx+ 1 = 0.

Giai cdc phuong trinh sau :
52 2 : 2
a) 2sin " x + sinx cosx - 3cos x =0 ;

i : 2
b) 3sin “x - 4sinx cosx + Scos x =2 ;

e 2 - 2
c)sin x+sin2xy—2cos x==—;

v

b | —

d) 2cos’x — Sﬁsin 2x - dsin’x = — 4.

Giai cdc phuong trinh sau :
a) Cos.x — Jgsin.\' = \E - b) 3sin3x - 4cos3x =35 ;

¢) 2sinx + 2cosx — -J_ = ()= d) Scos 2y + 12sin2x - 13=10.
Giai cac phuong trinh sau :

a) tan(2x + Dtan(3x - 1) =1 ; b) tanx + tan[.r +%J =1.

BAI POC THEM

BAT PHUONG TRINH LUONG GIAC

Ta chi xét cac bat phudng trinh lugng giac cd ban. Bé 1a nhiing bat phugng trinh
dang sinx > a (ho#c sinx = a, sinx < a, sinx < @), trong d6 a la mét sé thuc tuy y.
Ta ciing xét nhimg bat phuang trinh tuong tu déi véi cdc ham s6 cos x, tan.x, cot.x.

| - BAT PHUONG TRINH sinx > a
Néu « = 1 thi bat phuong trinh sinx > @ v6 nghiém, vi sinx < 1 véi moi x.

Néu a < —1 thi moi s& thuc x déu la nghiém clia bat phuong trinh sinx > a, vi sinx = -1
vGi moi x.
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Ta xét trudng hop —1 <a < | théng qua vi du sau.
Vi dy 1. Giai bat phudng trinh sin }

siny > % (1)

Gigi. Vé duong tron lugng giac tam O.
Trén truc sinldy diém K sao cho

2

E:T (h.18).

Ké tir K duong thing vuéng goéc véi truc
sin, cat dudng tron tai hai diém M va M. B’

5 . g
RO rang, néu cung AD c¢é sé do thod man
bat phueng trinh (1) thi D phai nam trén

cung MBM' va ngudc lai.

Hinh 18
F e % ;
Tacosd AM = : +k2n, ke Z va
™
sd AM® = 3?“ chon ke
£ o * " LY - 2 -
Vay nghiém cua bat phudng trinh sinx > T la
3
%+ k2m< .x‘{?ﬂ +k2n, ke 7 m

; 2
Chi y. Diém cudi cha cung cé s6 do 1a nghiém cla bat phuong trinh sinx < -:-)"—

phai ndm trén cung M'B'M va ngudc lai (h.18). Khi 46, nghiém clia bat phuong

trinh 1a
i [L 2n] i
1 1
hay STTE +k2m<x < q?ﬂ +k2n, (k € Z).

Il - BAT PHUONG TRINH cosx < a

Néu a < —1 thi bat phudng trinh cos x < a vé nghiém.

Néu a > 1 thi moi s6 thuc x déu la nghiém clia bat phuong trinh cosx < a.
Ta xét truang hdp -1 < a < 1 théong qua vi du sau day.
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Vi dy 2. Giai bat phudng trinh

2
COSY £ — % (2)
Gidi. Trén fruc césinldy diém H c6 hoanh e

2

do la - e Ké tir H dusng thdng vuéng

gbc vdi truc céosin, cat dudng tron lugng
giac tai hai diém M va M' (h.19).

¥ ;
R rang, néu cung AE cb s6 do thoa man
bat phuong trinh (2) thi £ phai nam trén
cung MA'M' va ngudc lai. Vay nghiém
clia bat phuong trinh da cho 14

3
S‘I'Tﬂ +k2m X < Tﬂ +k2n, ke Z. | Hinh 19

2
Chu y. Bat phuong trinh cos v > —g c6 nghiém la

S—E +k2n<x < [3—n+ 2?1:] +k2n
4 4

3 11
hay Tﬂ+k2n<:.r< Tﬂ +E2n. ke Z.

Il - BAT PHUONG TRINH tanx = a
Véi moi 6 thuc a, bat phuong trinh tanx = @ luén cé nghiém.
Ta xét vi du sau day. i 4 tang

Vi dy 3. Giai bat phudng trinh

tanx = |. (3)

Gidi. Lay trén fruc tang diém I sao cho Al =1.
Né&i OI cat dudng tron lugng gidc tai M va M’ -

"y 4’ 0 4
(h.20). Néu cung AE c6 s8 do thod man bat

X e 2. u - = S5n (M
phuaong trinh [3)JEI diem E phai nam trén mot 3 |

trong hai cung MB va M'B' va ngudc lai. B’
Vay nghiém cla bat phuong trinh (3) la

% kM < % +knke Z) = Hinh 20
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Chui y. Nghiém clia bat phuong trinh tanx < 1 1a

.. +hmeyve % +km. ke Z.

IV - BAT PHUONG TRINH cotx <a 3 7
V&i moi sd thuc «, bat phudng trinh cotx < a M  cotang
déu cé nghiém. '
Ta xét vi du sau day. 3
Vi dy 4. Giai bat phuong trinh VL o N
|
cotr < —m: (4) My
V3 4

Gigi. Lay diém J trén truc cétang sao cho 3 B'
Ez%, N&i JO cat dusng tron Iugng giac tai

3 Hinlt 21

hai diém Mva M' (h.21).

N .
Néu cung AF c6 s6 do thod man bat phuong frinh (4) thi diém F phai ndm trén mét

trong hai cung ﬁ va M’ A va ngudc lai.
Vay nghiém cla bat phuong trinh (4) la

g+ﬁ"n£,t‘{ﬂ+kﬁ,ﬂ'&' Z m

1
Chu y. Nghiém clia bat phuodng trinh cotx >— 1a

V3

kn-::.r<z§+k:n:tke Z.

On tép chuong |

a) Him s6 y = cos 3x ¢ phai la ham s6 chan khéng 7 Tai sao ?

\ = In e % s b . a .
b) Ham s6 y = tan [_r + E] c6 phai 1a him s6 lé khéng ? Tai sao ?

Can cit vio dé thi him s6 y = sinx, tim nhimg gid tri cia x trén doan

[—3?“ ; 211} dé ham s6 dé :

a) Nhan gia tri bang —1 ; b) Nhin gia tri am.

timdapan.com



3. Tim gia tri I6n nhét cua cdc ham s6 sau :

a) y= 1!2{1 +cosx) +1 ; b) y= 33jn[; = %J e

4. Giai cdc phrong trinh sau :

. . .2 |
a)sin(x +1)=—: b) sin "2y =—
) sin( ) 3 ) >
ax 1 [ﬂ J_
ot —=—; d) tan| —+ 12x | = —=«/3.
c)co 5 3 ) tan 5 X \(-
5. Giai cdc phuong trinh sau :
a) 2(:052.1; =3cosx+1=0; b) 255i112,r + 15sin2x + 9{:032,1' =29 :
¢) 2sinx+ cosx=1: d) sinx+ 1,5 cotx=0.

Bai tép trdc nghiém

Chon phicong dn ding :

6. Phuong trinh cosx = sinx ¢6 s6 nghiém thude doan [- 7 ; ©] 1a:

(A) 2 ; (B) 4 8 e (D) 6.
7. Phuong trinh Conte = tan2x c6 s6 nghiém thudc khoang [{] : EJ la :
cos2x 2
(A) 2 ; (B) 33 (C)4; (D) 5.
8. Nghiém dwong nhd nhit cia phuong trinh siny + sin2x = cosx + 2¢ os v 14 ;
m 2n m m
A) =; B) — ; C) —; D) —.
(A) s (B) 3 (©) 7 (D) 3

9. Nghiém am I6n nhit ctia phuong trinh 2tan’ x + Stanx +3=0 la:

s o T o
== (B) == © -2 B~=

10. Phuong trinh 2tanx — 2cotx — 3 = 0 ¢6 s6 nghiém thude khoang [—% - TE] la:
(A)1; (B)2; ©)3; (D) 4.
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TO HOP-XAC suAT

Chuong H TO HOP-XAC SUAT

Chuong ndy cung ¢8p nhimg kién thirc co ban nhét vé& Dai s6't6 hop va L thuyét

Xac sut.

Phén thi nh&t bao gém quy t4c cfing va quy tde nhén, cac khéi niém, céc cong

thiic v hodn vi, chinh hop va 16 hgp. CAc bai todn ndy thudmg gdp trong Todn (mg
dung. Ngodi ra, cng thic khai trién nhi thie Niv-ton va cée 4p dung cla né ciing

dugc frinh bay.

Phén tiép theo cung cdp nhimg khai nigm md ddu va cc cng thirc don gidn nhét

clia ié thuyét xéc sud, mdt linh vyc quan trong cla Todn hoe, c6 nhidu (ng dyng
thye 18,
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QUY TAC PEM

Trong Dai s6 t6 hop, ¢6 nhiéu tip hop hitu han mi ta khéng dé dang xic
dinh duge s8 phén tir clia ching. D€ dé€m s6 phan tir clia céc tap hop hitu
han dé, ciing nhurr dé xay dung cédc cong thite trong Dai s6 té hop, ngudi ta
thudng str dung quy tac coéng va quy tac nhan.

S6 phan tir ciia tip hop hitu han A duoe ki hiéu la n(A). Ngudi ta

ciing diung ki hiéu |A| dé chi s6 phin tir ctia tap A. Chang han :

a) Néu A = {a, b, ¢} thi s6 phin tr cua tap hop A la 3, ta viét

n(A) = 3 hay |A| = 3

b)Néu A={1,2,3,4,5,6,7,8,9},

B={2,4,6, 8} (tip hop cdc s chan ctia A),

thiA\NB={1,3,5,7, 9}.

— S6 phan tir cia tap hop A 1an(A) = 9.

— S6 phén tir cua tap hop B la n(B) = 4.

— S6 phan tir cua tip hop A \B la n(A\B) = 5.

I- QUY TAC CONG

Vi du 1. Trong moét hop chira
sdu qua cAu trang duge ddnh 4 S &

sO tir 1 d€n 6 va ba qua ciu den @ @ @ @ @ @
duge dianh s6 7, 8, 9 (h.22). C6
bao nhiéu cdch chon mot trong
cdc qua cdu ay 7 Hinh 22

Gidi. Vi cdc qua ciu trang hoac den déu duoe dianh s& phan biét nén méi
lin 14y ra mét qua cdu bat ki 14 mot lan chon. Néu chon qua trang thi ¢ 6
cich chon, con néu chon qua den thi cé 3 cich.

Do dé, s6 cdch chon mét trong cde qua ciu la 6 + 3= 9 (cdch). =

43

timdapan.com



QUY TAC

Mot cong viéc duge hoan thanh boi mét trong hai hanh
déng. Néu hanh dong nay co6 m cach thue hién, hanh déng
kia c6 n cdach thue hién khéng tring véi bit ki cach nao ctia
hanh déng thi nhat thi cong viéc dé cé m + n cach thuc hién.

1

ﬁ‘l‘rong Vidu 1, ki hiéu A la tap hop cac qua cau tring, B la tap hop cac qua cau
den. Néu méi quan hé giilta sé cach chon mét qua cau va sé cac phan tir cla hai
tap A, B.

Quy tac cong duge phét bidu & trén thire chét 14 quy tic dé€m s6 phén tir clia
hop hai tap hop hitu han khéng giao nhau, duge phat biéu nhir sau :

Néu A va Bla cdc tap hop hitu han khong giao nhau, thi
n(A v B)=n(A) + n(B).

CHU Y
Quy tac céng c6 thé m& rong cho nhién hinh dong.

lem

Vidu 2. C6 bao nhiéu hinh vuéng trong Hinh 23 ?

. lem
Gidi. R6 rang, chi ¢6 thé c6 cdc hinh

vuong canh | cm va 2 cm. Ki hiéu A la
tip hop cdac hinh vuéng c6 canh 1 em va B

la tap hop cic hinh vuéng c6 canh 2 em. Hinh 23

ViAnB=O,A v Blatap hop cic hinh vuéng trong Hinh 23 va n(A) = 10,
nB)=4nénn(AuB)=n(A)+n(B)=10+4=14.

Viéy ¢6 tit ca 14 hinh vuéng. ®

1 al
£ # a
IT - QUY TAC NHAN 2 a2
Vidu 3. Ban Hoang c6 hai 40 mau khac nhau va 3 w3
ba quén kiéu khac nhau. Hoi Hoang c6 bao nhiéu
ciach chon mét bé quan do ? 1 b1
Giai. Hai 4o duge ghi chit @ va b, ba quin b ;
duoc ddnh s6 1, 2, 3. b2
Dé€ chon mét bo quén 4o, ta phai thuc hién lién 3 53

tiép hai hanh dong :
Hanh déng I — chon dao. C6 hai cidch chon (chon a hoac b).  Hinh 24
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& ’ o - ra # ra rd -
Hanh déng 2 — chon quin. Ung véi méi cdch chon 4o ¢6 ba cdch chon quin
(chon 1, hoae 2, hoac 3).

K&t qua ta ¢6 cdac bdé quan do nhu sau : al, a2, a3, b1, b2, b3 (h.24).
Vay s6 cach chon mét b6 quan 4o 1a 2 . 3 = 6 (cach). =

Téng quat, ta cé quy idc nhdan sau day.
QUY TAC

Mot cong viée duge hoan thanh bai hai hanh dong lién tiép.
Néu c¢6 m céch thue hién hanh doéng thi nhat va Gng véi
moi cich dé cé n cich thue hién hanh dong thir hai thi ¢é
m.n cach hoan thanh céng viéc.

2
ﬁﬂr thanh phd A dén thanh phd B cé ba
con dudng, tr B dén C cé bén con
duong (h.25). Hoi c6 bao nhiéu cach di A B C

trA dén C, qua B ?
Hinh 25

CHU Y
Quy tac nhan cé thé m& rong cho nhiéu hinh dong lién tiép.
Vidu 4. Cé bao nhiéu sé dién thoai gém :
a) Sau chir s6 bat ki ?
b) Sau chir s6 le ?
Giai
a) Vi mbi s6 dién thoai 12 mét diy gém sdu chit s6 nén dé€ 1ap mét s6 dién

thoai, ta cin thuc hién sdu hanh dong lva chon lién ti€p cic chir s6 dé tir 10
chitrs60,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

C6 10 cach chon chit s6 ddu tién.

Tuong tu, cé 10 cach chon chit s6 thi hai ;

C6 10 cach chon chir s6 thit sau.
Vay theo quy tiac nhan, s6 cdc s6 dién thoai gém sdu chir s6 13

10.10. ... .10 = 10% = 1 000 000 (s6).
6 thira s6

a . A [ w o - . A 2 n, ﬁ e
b) Twrong tur, s6 cic s6 dién thoai gobm sdu chirsélela 5 =15 625 (s6).m
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Bdi tép

Tir cdc chir s6 1, 2, 3, 4 ¢6 thé 1ap duoc bao nhiéu s6 tir nhién gbém :
a) Mot chirs6 7 b) Hai chir s6 ? ¢) Hai chir s6 khidc nhau ?

Tit cdc chirsé 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 thé 1ap duge bao nhiéu s6 tir nhién bé hon 100 ?
Cae thanh phé A, B, (', D dwge néi véi nhau boi cac con duong nhir Hinh 26.
Hoi :

a) C6 bao nhiéu cach di tir A dén D mi qua B va C chi mét 14n ?

b) Cé bao nhiéu ciach di tir A dé€n D réi quay lai A ?

A B C D
Hinl 26

C6 ba ki€u mat déng hé deo tay (vudng, tron, elip) va bon kiéu day (kim
loai, da, vai va nhwra). Hoi ¢6 bao nhiéu cidch chon mét chi€e déng hé gém
moét mat va mot day ?

HOAN VI - CHINH HOP - TO HOP

I-

HOAN VI

1. Binh nghia

46

Vidu 1. Trong mot tran bong da, sau hai hiép phu hai déi vin hoa nén phai
thue hién d4 luan lvu 11 m. Mét déi da chon dwge nam céu thi dé thue
hién da nam qua 11 m. Hiy néu ba cdch sap xép da phat.

Giai. D€ xdc dinh, ta gia thi€t tén cia nim cAu thi duge chon 1a A, B, C,
D, E. Dé t6 chite d4 ludn liru, huin luyén vién cin phan cong ngudi d4 thir
nhat, thit hai, ... va két qua phan céng 12 mot danh sdch ¢é thit tw gém tén
ctia nam cdu thi. Chang han, néu viét DEACB nghia 13 D d4 qua thi nhat,
E da qua thir hai, ... va B dd qua cudi clung.
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C6 thé néu ba cdch té chite d4 luan lru nhir sau :

Cach 1 : ABCDE.

Cdach 2 : ACBDE.

Cdch3 : CABED. m

Maéi két qua cna viéc sap thif tr tén cia nam cdu thu di chon duge goi 1A

mot hodn vi tén cua nam cau thu.

DINH NGHIA

Cho tiap hgp A gom n phantir (n = 1).

Maéi két qua clia s sap xép thit tr n phan tir ctia tap hop A
dwoge goi la mot hedn vi cua n phan tir dé.

1
ﬁHéy liét ké tat ca cac sé gom ba chir sé khac nhau tif cac chirsé 1,2, 3.
NHAN XET

Hai hodn vi ciia n phin tir chi khdc nhau & thit twr sap xép.

Chang han, hai hodn vi abe v ach clia ba phin tir a, b, ¢ 13
khac nhau.

2. Sé cac hoan vi

Vidu 2. Cé bao nhiéu cdch sap x€p bén ban An, Binh, Chi, Dung ngéi vio
mot ban hoe gém bén ché ?

Giai. Dé don gian, ta viét A, B, C, D thay cho
tén clia bén ban vi viét ACBD dé mé ta céch
xép ché nhir Hinh 27.

a) Cdch thir nhat : Liét ke, k27

Céc cdch sap x€p chd ngdi duge liét ké nhwr sau :
ABCD,ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB,
BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA,
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA,
DACB, DABC', DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.
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Nhir vay ¢é 24 cdch, méi cdch cho ta mét hodn vi tén ciia bén ban va
nguoe lai,

b) Cdch thit hai : Ding quy tac nhan.
— C6 bén cach chon mét trong bén ban dé x€p vao chd thit nhat.

— Sau khi da chon mét ban, con ba ban nira. Cé ba cach chon mét ban xép vao
ché thit hai.

— Sau khi da chon hai ban réi con hai ban nita. Cé hai cich chon mét ban ngéi
vio ché thit ba.

— Ban con lai dirge x€p vao chd thit tur,
Theo quy tac nhin, ta ¢6 s6 cich xép chd ngdi la

4.3.2.1=24(cich).m

Ki hiéu P, 1a s6 cdc hodn vi ciia n phan tir. Ta ¢6 dinh 1i sau day.

DINH Li

P.=nln-1)..21,

Chirng minh. Dé lap duoc moi hodn vi ctia 1 phén tir, ta ti€n hanh nhir sau :

Chon mot phan tir cho vi tri thir nhat. Cé » cdch.

Sau khi chon mét phéin tir cho vi tri thit nhat, ¢é n — 1 cdch chon mét phan
tir cho vi tri thit hai.

Sau khi da chon n — 2 phén tr cho n — 2 vi tri dau tién, ¢6 hai cdch chon
mot trong hai phin tir con lai dé xé€p vao vi tri thitn - 1.
Phan tir con lai sau ciing duge xép vio vi tri thit n.

Nhur vay, theo quy tac nhan, ¢é n.(n — 1) ... 2.1 két qua sap xép thir tr n
phan tir da cho.

Vay
P,=n(n-1)..21. 1
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CHU Y

Kihiéun(n—1) ...2.1 1a n! (doc 1a n giai thira), ta c6

— |
P” = n!

2
%Trong gid hoc mén Giao duc quéc phong, mét tiéu ddi hoc sinh gém mudi ngudi
dudc xép thanh mét hang doc. Hoi cé bao nhiéu cach xép ?

Il - CHINH HOP
1. Binh nghia

Vidu 3. M6t nhém hoc tip cé nim ban A, B, C, D, E. Hiy ké ra vai cdch phan

céng ba ban lam true nhét : mét ban quét nha, mét ban lau bang va mét ban
sap ban ghé.

Giai. Ta ¢6 bang phin céng sau day.

Quét nha Lau bang Sap ban ghé
A C D
A D C
C B E

M6i cdch phan céng néu trong bang trén cho ta mot chinh hop chap 3cia 5. m

Mot cdch téng quit, ta ¢6 dinh nghia sau day,

DINH NGHIA

Cho tap hop A gém n phan tir (n = 1).

Két qua ctia viée 1ay k phan tir khiac nhau tir » phan tir cia tap

hop A va sap xép ching theo mét thit tr ndo dé duoe goi la
mot chinh hop chdp k cia n phan ta da cho.

3
ﬁTrén mat phdng, cho bén diém phan biét A, B, C, D. Liét ké tat ca cac vectd khac
vectd — khéng ma diém dau va diém cudi cla ching thuoc tap diém da cho.
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S& cac chinh hgp

Trd lai Vi du 3, ngoai cdch tinh s6 cdch phan céng true nhit bang phuong
phép liét k&, ta con ¢6 mot cach khdc 13 sir dung quy tac nhan. D€ tao nén
moi cdach phan céng, ta ti€n hanh nhu sau :

— Chon mét ban tir nam ban dé giao viéc quét nha. C6 5 cich.

— Khi di chon mét ban quét nha réi, chon ti€p mét ban tir bén ban con lai
dé giao viéc lau bang. C6 4 cich.

— Khi di ¢6 cdc ban quét nha va lau bang réi, chon moét ban tir ba ban con lai
dé giao viéc sap ban gh€. Cé 3 cach.

Theo quy tac nhan, sé cich phan céng true nhat la
5.4 .3=060 (cich).
No6i cich khac, ta ¢6 60 chinh hop chéap 3 ctia 5 ban. =

Ki hiéu Aﬁ 14 56 cac chinh hop chéip k ctia n phin tr (1 < k < n). Ta c6 dinh 1i
sau day.

DINH LI

[ AﬁZH{H—I)...(H—f(-I-l). ]

Chitng minh. D€ tao nén moi chinh hop chap k ctia n phén tir, ta ti€n hanh
nhur sau :

Chon mét trong n phéin tir dd cho x&p vao vi tri thit nhat. Cé n cich.

Khi di ¢é phan tir thit nhat, chon ti€p mét trong n — | phan tir con lai xép
vao vi tri thir hai. Cé n— 1 cich.

Sau khi da chon & — 1 phan tir réi, chon mét trong n — (k — 1) phan tr con lai
x€&p vao vi tri thit k. C6 n — k + 1 cach.
Tir dé theo quy tac nhén, ta duoge

Aﬁ =nn-1)..(n—k+1).m

Vidu 4. C6 bao nhiéu s6 tur nhién gébm nam chir s6 khdc nhau duoe lap tir céc
chirsd 1, 2, .., 97

Giai. Mbi s6 tu nhién ¢6 nam chir s6 khic nhau duwge lip bang cich lay
nam chir s6 khac nhau tir chin chir s6 da cho va x€p ching theo mét thir tu
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nhit dinh. Méi s6 nhur vay duoe coi 14 mét chinh hop chap 5 ciia 9. Vay s6
cdc s6 db 1a

A3=9.8.7.6.5=15120.m
CHU Y

a) Véi quy wée 0! = 1, ta c6

k. nl
" (n-k)!

b) Méi hoédn vi ciia n phin tir ciing chinh 134 mot chinh hop
chdp n cia n phan tir dé. Vi vay

- 4N
RJ""AH'

I - TO HOP
1. Binh nghia

Vidu 5. Trén mat phang, cho bén diém phan biét A, B, €, D sao cho khéng
6 ba diém nao thang hing. Hoi ¢ thé tao nén bao nhiéu tam gide ma céc
dinh thuéc tip bén diém da cho ?

Giai. Mbi tam gidc itng v&i mot tip con gom ba diém tir tip di cho. Vay ta
cd bén tam gidc ABC, ABD.ACD.BCD. m

Mot cich téng qudt, ta c6 dinh nghia sau day.
DINH NGHIA

Gia sir tip A ¢6 n phin tir (n = 1). Méi tap con gém k phan tir
clia A duoc goi 1a moét té hop chdp k cua n phdn tir di cho.

CHU Y
S6 k trong dinh nghia cin thod min diéu kién | <k < n. Tuy vay,

tap hop khéng cé phin tir nao 1a tip réng nén ta quy udc goi té
hop chap 0 ctiia n phan tir 14 tip réng.

4
ﬁcm tap A={1.2,3.4,5). Hay liet ké cac t6 hgp chap 3, chap 4 clia 5 phén tlrclia A.
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S& cac té hop

Ki hiéu Cf; 1A 6 cdc t6 hop chip k ctia n phan tir (0 <k < n).
Ta c6 dinh 1i sau day.
DINH L

I3 n'!
Cu = ) P
kl(n-k)!

Chirng minh. Véi k = 0, cong thire hién nhién ding.
Véi k = 1, ta thiy mét chinh hop chip & cta n phin tir duge thanh lap nhir sau :
~ Chon mét tap con k phéin tir ciia tip hop gébm n phén tir. Cé C_f cach chon.

— Sap thit tu k phan tir chon duge. Cé k! cich.
Viy theo quy tac nhén, ta ¢ s& cdc chinh hop chap k cta n phin tir 1a

At =t
Ak n!

5 k s
e e = Bl T

Vidu 6. Mot t6 ¢6 10 ngudi gdm 6 nam va 4 nir. Cin lap mét doan dai biéu
gom 5 ngudi. Hoi :
a) C6 tit ca bao nhiéu cdch lap ?
b) C6 bao nhiéu cdch 14p doan dai biéu, trong dé ¢é ba nam, hai nit ?
Giai
a) Méi doan dwoc 1ap 12 mot t6 hop chip 5 cua 10 (ngudi). Vi vy, s6 doin
dai biéu c6 thé c6 1a
5 10! |
Cijp = === 252.
515!
b) Chon 3 nguoi tir 6 nam. Cé Cg ciach chon.
Chon 2 nguai tir 4 nir. Co Cﬁ cach chon.

Theo quy tac nhan, cé tit ca Cg.C% = 20.6 = 120 céch lap doan dai biéu
g6m ba nam va hai nir. m

5

C6 16 déi bong da tham gia thi déu. Hoi can phai t6 chiic bao nhiéu tran dau sao
cho hai d6i bat ki déu gap nhau dang mét 1an ?
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3. Tinh chat cGa cac s8 CX

Tir dinh 1i vé céng thitc tinh s6 cdc t6 hop chap k clia n phin tir, ta ¢é cic
tinh chat sau day.

a) Tinh chat 1

chuei=* | ek

Chéng han, C3 = CJ = 35.

b) Tinh chat 2 (céng thitc Pa-xcan)

BE $ 0 =108 | [l k<),

n—1

Chang han, C5 + C7 = Cg = 70.

Vidu 7. Chimg minhrang, v6i 2 <k <n-2,tacb
G =G5 +2C.5 +Ch o,

Giai. Theo Tinh chat 2, ta ¢6
Caz3 +Cn2 = Gyl (1)
Chla +Cha=Ciy. )

Céng cdc v€ twong tng cua (1) va (2) va theo Tinh chat 2, ta ¢6

k=2 i | k k=1 k k
Cn-z e 20”-—2 +Cn~2 = CH“I + C,,_| = C”.l

BAI POC THEM

TiNH SO CAC HOAN V| VA sO CAC TO HOP
BANG MAY TiNH BO TU|

C6 thé s dung may tinh b tai dé tinh s6 cac hoan vi n! va sé cac té hop Cf;,

53

timdapan.com



L9

w

54

1. Tinh s8 cac hoan vj bdng may tinh bo tui

Diung may tinh bo tii CASIO fx - 500MS dé tinh n!, ta 4n cac phim theo trinh tu
sau :

SHIFT
&n s6 n, &n phim (I, 2n phim EE8. &n phim @&, ki @6, k&t qua s& hién thi
& dong thir hai.
Vidy 1. Tinh 10!

Ta bam lién tiép cac phim sau :

Doéng th( hai hién ra 3,628,800.
Vay 10! = 3 628 800.
2. Tinh s6 cac té hop bing may tinh bé tai

Dlung may tinh bé tii CASIO fx — 500 MS dé tinh Cf!' , ta n cac phim theo trinh tu sau :

An s6 n, an phim I, 4n s6 &, &n phim EE. Két qua hién thi & dong thir hai.
; —_—
Vidy 2. Tinh Cj, .

Ta an lién tiép cac phim sau :

Dong thir hai hién ra 792.
Vay C}, = 792.

Baii tap
Tir cdc chir s6 1, 2, 3, 4, 5, 6, lap cdc s6 tur nhién gébm sdu chir s6 khdc
nhau. Hoi ;
a) C6 tat ca bao nhiéu s6 ?
b) Cé bao nhiéu sé chan, bao nhiéu s6 1é ?

¢) C6 bao nhiéu s6 bé hon 432 000 7

C6 bao nhiéu cach sap xép ché ngdi cho mudi ngudi khich vio mudi ghé
ké thanh mot day 7

Gia sir ¢6 bay boéng hoa mau khdc nhau va ba lo khde nhau. Hoi ¢é bao
nhiéu cich cam ba béng hoa vao ba lo di cho (mébi lo cam mot béng) ?
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4. (C6 bao nhiéu cdch mac néi ti€p 4 béng dén duge chon tir 6 béng dén khac
nhau ?

5. (€6 bao nhiéu ciach cam 3 béng hoa vao 5 lo khic nhau (méi lo cam khéng
qua moét béng) néu :

a) Cac boéng hoa khac nhau ?
b) Cic béng hoa nhir nhaun ?

6. Trong mat phang, cho sdu diém phan biét sao cho khéng ¢6 ba diém nao
thang hang. Hoi c6 thé lap dwge bao nhiéu tam gidc ma cic dinh ciia né
thuée tap diém di cho ?

7. Trong mat phang ¢é bao nhiéu hinh chir nhit dwoc tao thanh tir bén dudng
thang song song véi nhau vi nam dwdng thang vuéng géc véi bén dudng
thang song song dé ?

NHI THUC NIU-TON

I - CONG THUC NHI THUC NIU-TON
Ta cé:
(a+ b)Y =a”+2ab+b" = Cgaz + Clzalhl - C%hz :
(a+ by’ = a +3a’h+3ab’ + b = Cg(fs + Céazhl ¥ C%alhz + C%hs :
ﬁ1
Khai trién biéu thitc (@ + b)”" thanh téng cac don thirc.

Téng quat, ta thira nhin cong thite khai trién biéu thite (¢ + )" thanh téng
cdc don thirc nhu sau :

(a+ b)' = Cﬂa" + CL(}”MI,’J + ...+ Cf;a"hkhk + ...+ Cﬂhluh”_l + C:;b”. (1)

Coéng thire (1) duoc goi la cong thire nhi thire Niu-ton.
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HE QUA
Véia=b=1,tac6 2" =C +C + ..+ C".
Véia=1; b=-1,tacé
0=c?_¢! _1¥ ek m\Ured
=C, el R g 8 1 el S 8 S gl e
CHU Y
Trong biéu thitc & v€ phai clia cong thire (1) :
a) S6 cac hangtirlan+ 1.
b) Cac hang tir ¢6 s& mil cua a giam dan tir n dén 0, s6 mii cua

b tang dan tir O dén n, nhimg téng cac s6 mi clia @ va b trong
mébi hang tir luén bang n.

¢) Cédc hé s6 clia mbi hang tir cich déu hai hang tir dau va cudi
thi bang nhau.

Vi du 1. Khai trién biéu thite (x + y)°.

Giai. Theo cong thirc nhi thire Niu-ton ta cé

(x + _\?]6 = Cg_rﬁ s C!ﬁ,rj_v + C§_1'4J?2 - Cg,1‘3_v3 + Cg;%ﬂ + Cg,\'yj + ngf'
=x04 f:-,rj_v + 15,1'4_}'2 +20x° y3 + 15¢° y4 + fu’yj + yﬁ. m

Vidu 2. Khai tri€n bi€u thie (2x — 3)4.

Gidi. Theo cong thite nhi thitc Niu-ton ta c¢6
Q=3 = O (22)" + O3y w CR 3 #3203 + O3 ="
= 16x" - 96x° +216x° - 216x + 81. m
Vidu 3. Chitng to rang véin = 4, ta c6
Ol e O e, 2 P,
Gidi. Kihieu A= C)+C2 +..
B= C},+C,3;+...

Theo Hé qua ta cé 2" = A +B,
0=A-B.

=1

Tirdé suyraA=B=2 . &
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II - TAM GIAC PA-XCAN

Trong céng thirc nhi thitc Niu-ton & muc I, cho n= 0, 1, ... va x€p cic hé s6
thanh dong, ta nhan duoge tam gidc sau day, goi la tam gidc Pa-xcan.

n=>0 [

n=1 I l

n=2 | 2 1

n=3 1 3 3 I

n=4 4 6 4 |

n=3 1 3 \lﬂ/ \H}/ 5

S I 6 15 20 15 6 |
n=17 I 7 21 35 35 21 7 I

NHAN XET

Tir céng thire C‘f, = Cﬁ:: + Cﬁ_l suy ra cdach tinh ciac s6 & méi

dong dwa vio cdc s6 & dong trude né. Chang han

= G+ 07 =446=10.

2
ﬁDﬁng tam giac Pa-xcan, ching to rang :
a)1+2+3+4=C2;

by142+..+7=Cs.

Bai tap
1. Viét khai trién theo céng thitc nhi thitc Niu-ton :

13
a) (a + 2.’})5 : b) (a - ﬁ)ﬁ ; c)[,\' - l] .
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A \0
. 2 . . El . - 2
Tim hé s6 cua W trong khai tri€n ctia biéu thiec : [,r Hog|
X

2

Biét hé s6 clia x* trong khai trién ctia (1 - 3x)" 14 90. Tim n.

8
s G % I

Tim s6 hang khéng chita x trong khai trién cua (.1:5 + —J :
X

5 s - = 7 - I ? & - =~ # 2 £ & =
Tir khai trién bi€u thite (3x — 4) * thanh da thite, hiy tinh téng cdc hé s8
cia da thitc nhan dwge.

Chitng minh rang :
a) 11'% — 1 chia hét cho 100 ;

b) 101" — 1 chia hét cho 10 000 :

C}Jﬁ[{l 4+ m)lﬂﬂ -(1- Jﬁ)lﬂﬂ] la mot s6 nguyén.

BAN CO BIET ?

PA-XCAN (PASCAL)

Pa-xcan la nha toan hoc, vat |i hoc va friét hoc ngudi
Phap. Pa-xcan lic nhé la mét cau bé than déng. Cha cau
nhan thdy diéu nay. Khéng muén sém lam mét éc con,
éng cdm cau bé Pa-xcan hoc toan. Song diéu nay cang
kich thich tinh t& mo clia cau. Nam 12 tudi, mét hém cau
héi cha "Hinh hoc la gi ?". Cha cau gidi thich s¢ qua cho
cau hiéu. Pa-xcan rat 1ay lam thich thu. Cau lién budc
theo con dudng ding 1a thién huéng cla minh. Khéng can
sach vd, mot minh cau tu ching minh dudc rang téng cac
géc trong mét tam giac béng hai géc vudng. O tudi 16,
Pa-xcan viét coéng trinh dau tién clia minh vé cac thiét
dién conic.

Pa-xcan viét hang loat céng trinh vé cac chudi sé va cac hé sé nhi thirc. Pa-xcan da
dua ra bang cac hé sé cla su khai trién cla (@ + b)" dudi dang mét tam giac,
ngay nay goi la "Tam giac Pa-xcan". Pa-xcan da tim ra cac hé s& nhi thilc bang
phuong phap quy nap toan hoc, dé la mét trong nhilmg phat minh quan trong cla
éng. Diéu m&i mé d day la Pa-xcan phat hién ra rang cac hé sé nhi thifc chinh la

Blaise Pascal
(1623 - 1662)
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s6 cac 16 hop chap k cla n phan tr va Pa-xcan da dung ching dé giai nhimg bai
toan cla Ii thuyét xac suéat.

Maét céng hién I6n nita clla Pa-xcan la viéc khéi thao phép tinh cac dai lugng vé
cung be.

Vé mat ki thuat, ngay tir nam 1642, luc méi 19 tudi, Pa-xcan da sang ché ra mot
may tinh dé thuc hién cac phép tinh sé hoc. Nguyén tic clia may nay da la xuat
phat diém cho viéc ché& tao may tinh dién tir vé sau nay.

Dé ghi nhé céng lao cha ngudi dau tién da sang ché& ra may tinh, cac nha tin hoc
da d4t tén cho mot ngén nglr may tinh rat phd bién la ngén ngir Pa-xcan.

Vé vat Ii, Pa-xcan da nghién ciu ap suat clia khi quyén va cac van dé thuy tinh hoc.
Tén cha Pa-xcan da dudc dat cho mét miéng nui Ilra trén Mat Trang.

PHEP THU VA BIEN cO

[ - PHEP THU, KHONG GIAN MAU

1. Phép thu

Mot trong nhitng khai niém co ban cua Ii thuyét xdc sudt 1a phép thir. Mot
thi nghiém, moét phép do hay mot su quan sat hién twgng nao do, ... dugc
hiéu 1a phép thir.

Chang han, gieo mét déng tién kim loai (goi tat 1a déng tién), rit mot quéan
bai tir ¢6 bai ti lo kho (¢6 bai 52 14) hay ban mét vién dan vio bia, ... 13
nhitng vi du vé phép thir.

Khi gieo mét déng tién, ta khéng thé dodn trude duge mat ghi s& (mat
ngira, viét tat 1a N) hay mat kia (mat sap, vi€t tat 1a §) s& xuat hién (quay
lén trén). D6 1a vi du vé phép thir ngau nhién.

Maét cach téng quat :

Phép thw ngau nhién 13 phép thir mi ta khéng dodn trudce
dwge két qua cia nd, mac di di biét tip hop tit ca cdc két qua
c6 thé ¢6 ctia phép thir dé.

Dé don gian, tir nay phép thir ngiu nhién duwge goi tat 1a phép thir. Trong
Toan hoc phé théng, ta chi xét cdc phép thir c6 mét s6 hiru han két qua.
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2. Khéng gian mau

1 (]
®
ﬁHéy liét ké cac két qua cé thé clia phép thir gieo e lo
mot con suc sac.
Tap hop cdc két qua cé thé xay ra chia mét phép thir duge goi la
khong gian mau cla phép thir va ki hiéu 12 Q (doc 13 6-mé-ga).

Vi du 1. Gieo mét déng tién (h.28).
Dé 1a phép thir véi khéng gian maiu
Q= {8, N}. O day, § ki hiéu cho két
qua "Mat sdp xuét hién" va N ki hiéu
cho két qua "Mat ngira xuit hién".

Vi du 2. Néu phép thir 1a gico mét
dong tién hai ldan thi khéng gian miu Hai mét dong tién

g6m bén phén tir : Q= {88, SN, NS, NN}, Hinli 28

trong dé, chiang han, SN 1a két qua "Lan ddu déng tién xuat hién mat sip,
lan thit hai déng tién xuit hién mat ngira”, ...

Vidu 3. Néu phép thir 1a gieo mét con siic sdc hai ldn, thi khéng gian mau
gém 36 phin tir: Q= (G, ) | i, j=1,2,3,4,5, 6}, 3d6 (i, j) Ia két qua
"Lan dau xuét hién mat 7 cham, lan sau xuit hién mat j chdim" (h. 29).

een
LK X LN 2 ]

LR T ]
LR 1

LY} ]
LR R ]

Hinh 29
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II - BIEN cO

Vidu 4. Gieo mot déng tién hai 1an. Day 14 phép thir véi khéng gian miu
Q= {88, SN, NS, NN}.

Ta thdy su kién A : "Két qua clia hai 1in gieo 13 nhu nhau" ¢é thé xay ra
khi phép thir duge ti€n hanh. N6 xay ra khi va chi khi mét trong hai két qua
88, NN xuit hién. Nhr vay, s kién A twrong tng v&di mét va chi mét tap
con {88, NN} cia khéng gian mau. Chinh vi 1€ d6, ta déng nhat ching v&i
nhau va vi€t A = {88, NN}. Ta goi A 1a mét bién c6.

Tuwong tu, bi€n ¢ B : "C6 it nhit moét 1an xudt hién mat ngira” duge viét la
B= {SN, NS, NN}.

Ngwoe lai, tip con € = {88, SN} Ia bién c8 cé thé phat biéu dudi dang

ménh dé : "Mat sdp xuit hién trong lin gieo diu tién".

Céc bi€n c6 A, B vi C & trén déu gan lién vai phép thir gieo mor dong tién

hai ldn nén ta néi chiing lién quan dén phép thir di cho.

— Mét cach téng quat, méi bién ¢6 lién quan dén mot

phép thir duge mé ta bdi mot tap con cia khéng gian

mau (h.30). Tir d6 ta ¢6 dinh nghia sau day.

~

|| Bién co la mbdt tip con cua khéng gian mau. Hinh 30 Q

Nhur vy, mét bién ¢6 lién quan dén phép thir 14 mét tip hop bao gém cdc
két qua nao dé cua phép thrr.

— Can chii y rang bién ¢6 déi khi dwge cho duréi dang mét ménh dé xdc dinh
tap hop nhir da thiy trong Vi du 4, hoac trong phép thir gieo con stic sac, bién
c6 A : "Con sic sac xudt hién mat chan chim" duge cho duéi dang ménh dé
xdc dinh tip con A = {2, 4, 6} cua khéng gian mau QQ = {1, 2, ..., 6}.

Ngudi ta thwdng ki hiéu cdc bién c6 bang cdc chitin hoa A, B, C, ...

— Tir nay vé sau, khi néi cho cdec bién cé A, B, ... ma khéng néi gi thém thi
ta hi€u ching cling lién quan dén mot phép thir.

|| Tap @ duogc goi 1a bién cé khing thé (goi tat 1a bién co
khong). Con tap Q duge goi la bién cé chdc chdn.

Chang han, khi gieo mot con siic sac, bién ¢6 : "Con siic sac xuét hién mat
7 chim" 1a bién c6 khoéng, con bién ¢d : "Con siic sac xudt hién mat ¢6 s6
chdm khéng virot qua 6" la bién ¢6 chac chan.

— Ta néi rang bién ¢é’ A xday ra trong mét phép thir ndo dé khi va chi khi
két qua cua phép thir d6 1a mot phan tir cua A (hay thuin lgi cho A).
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III - PHEP TOAN TREN CAC BIEN CcO

62

Nhur vay, bién ¢6 khéng thé (tic 13 @) khong bao gid xay ra, trong khi dé,
bi€n ¢ chae chan Q luén luén xay ra.

Trong Vi du 4, néu xuit hién két qua 88 thi A xay ra con B khéng xay ra.
Trong khi dé, néu xuat hién két qua SN thi B xay ra con A khéng xay ra.

A s

— Gia sir A 13 bi€n ¢6 lién quan dén moét phép thr.
II Tap Q\ A dwoc goi 1 bién cé doi =
cia bién 6 A, ki hieu 1a A (h.31). HEhal

Dowe A< @g A, nén A xay ra khi va chi khi A khéng xay ra.
Chang han, né€u phép thir 14 gieo mét con siic sdc thi bién ¢6 B : "Xuit hién
mat chan cham" 1a bi€n ¢6 doéi cia bién c6 A : "Xuit hién mat lé cham",
nghiala B=A.
— Gia sir A va B la hai bién c6 lién quan dén mét phép thir. Ta ¢6 dinh nghia sau :
Tap A W B duge goi 1a hop cua cdc bién c6 A va B.
Tap A m B duoge goi la giae cia cic bién c6 A va B.
NéuA n B= O thitanéi A va B xung khdc.
Theo dinh nghia, A W B xay ra khi va chi khi A xay ra hoic B
xay ra ; A m B xay ra khi va chi khi A vd B déng thdi xay ra.
Bién c6 A m B con duoce viét la A.B.
A v B xung khac khi va chi khi ching khéng khi nio cling
xay ra (h. 32).

Ta cé bang sau :

Ki hiéu Ngon ngir bién co

AcCD Alabiéncod @
A= A la bién 6 khong

A=0 A la bién ¢6 chac chan <
C=AuUB ¢ la bién ¢é : "A hoac B" 8
C=AnB Clabiénco:"AvaB" Hinh 32
ANB=0 A va B xung khac

B= A A va B dai nhau.
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Vidu 5. Xét phép thir gieo mor dong tién hai lan véi cac bién 6 :

A : "Két qua cna hai lan gieo la nhwr nhau" ;

B : "C6 it nhit mot 1an xuat hién mat sap" ;

¢ :"Lan thir hai m&i xuit hién mat sdp” ;

D : "Lan dau xudt hién mat sap".
Taco:

A=1{88,NN]) :B=|SN, NS .58} :C={NS§}) ;: D =88 8N].

Tir dé,
CuwuD= {88, 8SN, NS} =B;
A~ D= {55} 1a bi€n ¢6 "Ca hai 1an déu xuat hién mat sap".

Bdi tép

Gieo mét déng tién ba lan.
a) M6 ta khéng gian mau.
b) Xdac dinh cdc bién ¢d :
A : "Lan dau xuat hién mat sap" ;
B : "Mat sidp xay ra ding mét lan" ;
C : "Mat ngira xay ra it nhit mot lan",
Gieo mét con siic sac hai l4n.
a) Mé ta khéng gian mau.
b) Phat biéu cac bi€n ¢é sau dudi dang ménh dé :
A=1{(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} ;
B={(2,6),(6,2),(3,5),(5,3), (4, 4)} ;

C=4(1, 1. (2, 2),(3, 3); (4.-4), (5, 5), (6, 6) ]
Mot hop chira bon cdi theé duoe danh s6 1, 2, 3, 4. Ldy ngau nhién hai thé.
a) M6 ta khéng gian mau.
b) Xdc dinh cdc bi€n ¢6 sau :
A : "Téng céc s6 trén hai thé 12 s6 chan” ;
B : "Tich cdc s8 trén hai thé 1a s6 chan".
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Hai xa tha cling ban vio bia. Ki hiéu A; 13 bi€n ¢6 : "Ngudi thi k& ban
tring”, k=1, 2.
a) Hiy biéu dién céc bién ¢6 sau qua cdc bién c6 A, A, :
A : "Khéng ai ban tring" ;
B : "Ca hai déu ban tring" ;
(' : "Cé diing mot ngudi ban tring" ;
D : "Cé it nhit mot ngudi ban tring" .
b) Ching t ring A = D ; B va C xung khic.

Tir moét hop chira 10 cdi theé, trong d6 cédc thé dinh s6 1, 2, 3, 4, 5 mau do,
thé danh s6 6 mau xanh va cdc thé dianh s6 7, 8, 9, 10 mau trang. Ly ngiu
nhién moét the.

a) Mé ta khéng gian mau.

b) Ki hiéu A, B, C 1a cdc bi€n cé sau :
A : "Lay duoe thé mau do" ;
B : "Ly duge thé miu trang” ;
C : "Lay duoc thé ghi s6 chan”.

Hiy bi€u dién céc bi€n ¢6 A, B, C bdi cdc tip hop con tuwong (ng cla
khéng gian mau.

Gieo mét déng tién lién ti€p cho dén khi ldn dau tién xudt hién mat sap
hodc ca bén 1an ngira thi dimg lai.

a) M6 ta khéng gian mau.

b) Xdc dinh cdc bién c6 :

A : "S6 lan gieo khéng vurgt qua ba" ;
B : "S6 lan gieo 1a bén".

Tir mét hoép chita nam qua cdu duge dinh s6 1, 2, 3, 4, 5, 14y ngiu nhién
lién ti€p hai 14n méi 14n mét qua va xép theo thit tur tir trdi sang phai.

a) M6 ta khéng gian mau.

b) Xdac dinh cédc bién ¢6 sau :
A : "Chir s6 sau 16n hon chir s6 trude” ;
B : "Chir 86 trude gip déi chir s6 sau” ;

C : "Hai chir s6 bang nhau".
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XAC SUAT CUA BIEN cO

I - PINH NGHIiA CO PIEN CUA XAC SUAT

1.

BPinh nghia

Mot dac trumg dinh tinh quan trong cta bién ¢6 lién quan dén mot phép thir
|4 n6 6 thé xay ra hoac khéng xay ra khi phép thir dé duoc tién hanh. Mot
cdu hoi duge dat ra 1a né ¢6 xay ra khong ? Kha nang xay ra cia né la bao
nhiéu ? Nhwr vay. ndy sinh mot vin dé 1a cin phai gan cho bién ¢6 dé mot
con 58 hop 1i dé danh gid kha nang xdy ra cia né. Ta goi s6 dé 1 xde sudt
ctia bién 6.

Vi du 1. Gieo ngiu nhién moét con siic sac cin déi va déng chit. Cic két
qua cé thé 13 (h.33)

& ] [ ] ™ @
6] ] ™ "]
'] ® ® ™ . e

Hind 33

Khéng gian mau cta phép thir nay ¢6 sdu phén tir, duge moé ta nhur sau
O 01,234, 5.6).

Do con siic sac la can déi, déng chit va duwge gieo ngiu nhién nén kha
wl & . a = 2 ¥ - o » g - A
nang xuat hién tirng mat cua con stic sac la nhw nhau, Ta ndi ching dong

F e ~F - a - # N > &2 = n ]
kha ndng xuat hién. Viy kha nang xuat hién cua méi mat la —.

Do d6, n€u A 13 bién c¢& : "Con siic sac xudt hién mat 18" (A = {1, 3, 5}) thi
kha nang xay ra clia A 1a

s6 nay duge goi 1a xde sudt cua bién cé A.
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1
ﬁn‘r mot hop chita bén qua cau ghi chii @, hai qua cau ghi chir b va hai qua cau ghi
chir ¢ (h.34), |1dy ngau nhién mét qua. Ki hiéu :
A : "Lay dudc qua ghi chira" ;
B : "Ly dugc qua ghi chir b" ;
C :"Lay dudc qua ghi chif ¢".

Cé nhan xét gi vé kha na&ng xay ra clla cac bién c¢6 A, B va C ? Hay so sanh chung
vGi nhau.

Dby B6 )

Hinh 34

Mot cach téng quit, ta ¢6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

Gia sir A 14 bién c6 lién quan d€n mét phép thir chi ¢6 mot sé

- # Y 5 3 i & ; A
hiru han két qua dong kha nang xuit hién. Ta goi ti s6 ”EQ;
n
14 xde sudt cua bién cé A, ki hiéu 1a P(A).
A
pea) = 24
n(€2)

CHU Y
n(A) 1a s6 phan tir ctia A hay ciing 14 s6 cic két qua thuan loi cho
bién c6 A, con n(Q) 1 s8 cdc két qua c6 thé xay ra ctia phép thir,

2. Vidu

Vidu 2. Gieo ngiu nhién mét déng tién can déi va déng chat hai lan. Tinh
xdc sudt cua cdc bién ¢6 sau :

a) A : "Mat sdp xuat hién hai lan" ;

b) B : "Mat sdp xuit hién ding mét 1an" ;

¢) € : "Mat sip xuét hién it nhit mét lan".
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Giai (h.35). Khong gian mau Q = {88, SN, NS, NN}
gom bén két qua. Vi déng tién can déi, déng chat va *SS *SN
viéc gieo la ngiu nhién nén cic két qua déng kha nang
xuét hién. Ta ¢6

*NS *NN
a) A= {85}, n(A) =1, n(Q) = 4, theo dinh nghia ta c¢é
[
py= 24 _ 1 Hinh 35
n(€2) 4

b) B = {SN, NS}, n(B) = 2 nén

Py~ MB) _2_1
Q) 4 2
c) C= {588, SN, NS}, n(C) =3 nén
pO)= 22 -2
' nQ) 4

Vi du 3. Gieo ngiu nhién mét con siic sac cin déi va déng chat. Tinh xac
sufit ctia cdc bi€n c8 sau :

A : "Mat chan xuit hién" ;
B : "Xudt hién mat ¢é s6 chdm chia hét cho 3" ;

C : "Xuat hién mat 6 s6 chim khéng bé hon 3",

a . [ B | @ L
® o -. I -.. : :
Hinh 36

Giai. Khéng gian méu ¢é dang : Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, g6m sdu két qua
dong kha nang xuat hién (h.36). R6 rang

A= {2,4,6}, nA)=3,
B= {3, 6}, n(B)=2,
C=13.4.5.6}, n(C) =4,
Tir dé, theo dinh nghia ta c6
pay= 28 -2 2,
n€) 6 2
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PLHY = it 2 =,

(8) n(€) 6 3

preye Sl S o
nQ) 6 3

Vidu 4. Gieo ngiu nhién mét con stic sac cin déi va déng chit hai 1in. Tinh
xdc sudt clia cdc bi€n c6 sau :

A : "S6 chim trong hai lin gieo bang nhau" ;
B : "Téng s& chim bang 8".

Giai. Nhu da bi¢t (xem Vidu 3, §4), Q= {(, ) | | <i, j <6}, gbm 36 két
qua déng kha nang xuit hién. Ta cé bang (xem thém Hinh 29) :

1l 1 2 3 4 5 @6

A={(1, 1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6, 6)}, n(A) =6, n(Q)=36. Tir do,
theo dinh nghia ta cé

Py 1A 6 1
n(€) 36 o6
Twong tu, B = {(2, 6), (6, 2), (3, 5),(5,3), (4,4)}, n(B) =5, n(Q2) = 36 nén
P(B) = n(B) _ 5
n(Q) 36

II - TINH CHAT CUA XAC SUAT
1. Dinh li

Gia sir A va B 1a cdc bién c6 lién quan dén mot phép thir ¢ mét s6 hiru han
két qua déng kha nang xuat hién. Khi d6, ta ¢6 dinh li sau day.
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PINH LI

(" ) P@) =0, P(Q)= 1. i
b) 0 = P(A) < 1, v&i moi bién cd A.
¢) Néu A va B xung khac, thi

\_ P(A w B)= P(A) + P(B) (céng thitc céng xdc suqdt). J

2
ﬁcm’mg minh cac tinh chat a), b) va c).
HE QUA

V&1 moi bi€én cd A, ta cd

P(A)=1 - P(A).

Chirng minh, Vi A U A =QviAn A =@ nén theo cong thic cong xac

sudt ta c6
1 =P(Q)=P(4)+P(4).
Tir d6 ta ¢6 diéu phai chirng minh. =

2. Vidu

Vi du 5. Tit mét hép chita ba qua ciu —
trang, hai qua cdu den (h.37), Iy ngiu

nhién déng thdi hai qua. Hay tinh xdc O O O . ._‘

sudt sao cho hai qua dé :

a) Khdc mau ; b) Cung mau. Hinh 37

Giai. Méi lin 14y déng thdi hai qua ciu cho ta mot t6 hop chip hai cia
nam phan tir. Do d6, khéng gian miu gém cdc t6 hop chip hai cla nam

phan tir va n(Q) = C§ =10

Vi viéc ldy qua cdu 1a ngiu nhién nén cic két qua dé déng kha nang.
Ki hiéu A : "Hai qua khdc mau", B : "Hai qua cing mau",

Vi chi ¢6 hai miu den hodc tring nén ta thiy ngay B A .

a) Theo quy tac nhan, n(A)=3 .2=6.
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Do dé

_mA) _6 3
N

P(A =
(4) n( <) 10

b) ViB= A neén theo hé qua ta ¢c6
— 2
P(B) = P(A) =1-P(A) = s 2]

Vidu 6. Mot hop chita 20 qua cdu danh s6 tir 1| dén 20. Lay ngin nhién
mo6t qua. Tinh xdc sudt cia cdc bi€n cd sau :

a) A : "Nhan dwoc qua ciu ghi sé chan" ;

b) B : "Nhin duge qua cau ghi s6 chia hét cho 3 ;

c)AnB;

d) € : "Nhan duge qua cau ghi s6 khéng chia hét cho 6",

Giai. Khong gian mau duge mé ta la Q = {1, 2, ..., 20} gom 20 két qua
déng kha nang, n(Q) = 20.

a)A=1{2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20}, n(A) = 10 nén

by M) 101
n(QQy 20 2
b)B=1{3,6,9, 12, 15, 18}, n(B)= 6.
Tir doé
oy MB)_ 6 _3
n(QQ)y 20 10

c) ViANnB={6,12, 18}, n(A nB)=3 nén

mMAnB) 3

P(An B) = —.
n(€) 20

d) ViAnB=1{6,12,18), nén A n B la bi€n ¢6 : "Nhin dugc qua cau ghi
s6 chia hét cho 6". Do d6, C 1i bi€n c¢6 déi cua bi€n c6 A M B, ta cé

C=AnNBva

= N )
P(Cy=1-PANB)=1- —=—.
(€) ( ) 7 50
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III — CAC BIEN €O POC LAP, CONG THUC NHAN XAC SUAT

Vi du 7. Ban thit nhit ¢6 mét déng tién, ban thit hai cé con sic sac (déu
cin d6i, déng chat). Xét phép thir "Ban thit nhit gieo déng tién, sau dé ban
thit hai gieo con stic sac” (h.38a).

a) M6 ta khong gian mau ciua phép thir nay.
b) Tinh xdc suit cia cdc bién cd sau :

A : "Déng tién xuit hién mat sap" ;

B : "Con siic sac xuit hién mat 6 cham" ;

C : "Con siic sac xudt hién mat 1&".

¢) Chimg t& P(A.B) = P(A).P(B) ; P(A.C) = P(A).P(C). 1 s1
Giai / 72
a) Khong gian méu cua phép thir cé dang é 3 93
Q= {81, 82,53, 54, 85, $6, N1, N2, N3, N4, N5, N6}. /S Ty A
Theo gia thiét, Q gém 12 két qua déng kha nang \ % g
xuat hién (h.38Db).
6 S6
1 N1
% 2 N2
s W
§ 4 N4
a) b) \ 5 N5
Hinh 38 6 N6
b) Ta thdy A= {51, 52,53, §4, 85, 56}, n(A)=06;
B = {56, N6}, n(B) =2 ;
C={Nl, N3, N5, 581,583,855}, n(C) = 6.
Tir d6 pay=24_05_1.
n(€) 12 2
P(B) = nB) _2 _1 :
ny 12 6
P(C) = me)_o_1
n() 12 2
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12

nAB) 1
nQ) 12

¢) Ro rang A.B = {56} va P(A.B) =

Ta cd

P(A.B) = L

] o
=== = RATR(B).

o | —

Tuong tr, AC = {1, 83, 85} ;
n(AC) 3 1

P(AC) = L
n(€) 2 4 22

P(A)P(C). =

Trong Vi du 7, ta nhan thiy xdc suat xuat hién moi mat cia con siic sac 1a

1
5’
khéng phu thuée vio viée déng tién xuat hién mat "sap” hoac "ngira".

Néu sir xay ra ciia mét bién ¢6 khéng anh hwdng dén xdc suit xay ra cua
mo6t bi€n ¢6 khéc thi ta néi hai bi€n ¢é dé déc Idp. Nhur vay, trong Vi du 7,
cac bién ¢d A va B déc lap va cling vay, A va € dbce lap.

Téng quat, d&i véi hai bi€n ¢8 bat ki ta ¢6 méi quan hé sau :

A va B 12 hai bién ¢6 doc l4p khi va chi khi

P(A.B) = P(A).P(B).

BAI POC THEM

M3 RONG QUY TAC CONG VA
CONG THUC CONG XAC SUAT

Quy tic céng con dude mé réng déi vai cac tap hop hitu han, ¢é giao khac réng.
C6 thé chimg minh dudc réng, véi hai tap hop hitu han A va B bat ki, ta ¢cé
n(A w B) = n(A) + n(B) - n(A ~ B) (quy tic baoc ham va loai trif).

Vi dy 1. Mot t6 mudi ngudi sé dudc chdi hai mon thé thao la cau léng va béng
ban. Cé nam ban dang ki choi cau léng, bén ban d4ng ki choi béng ban, trong dé
c6 hai ban d4ng ki chdi ca hai mén. Hdi ¢6 bao nhiéu ban d#ng ki chai thé thao ?
Bao nhiéu ban khéng d#ng ki chgi thé thao ?
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Gidi. Ki hiéu X 1a tap hop cac hoc sinh trong t6 ; A Ia
tap hop cac hoc sinh dang ki chai cau Iéng, B 1a tap
hop cac hoc sinh d3ng ki chai béng ban (h.39), thé thi
n(X)y= 10, n(Ay=5,n(B) =4, niA -~ B)= 2. Nhu vay :
A U B |a tap hop cac ban dang ki chai thé thao. Vi
n(A ~ B) = 2 nén s6 ban d4ng ki chai thé thao la
nAUB) =n(A)+nB)-n(A ~B) =5+4-2=17 (ban).
Tur d6, s6 ban khéng dang ki chdi mén thé thao nao la Hinh 39
mX)y-n(AwuB)=10-T7=3(ban). |
Nhd quy tdc cong md réng, ta cé cong thirc céng xac suat md réng sau day.
V6i hai bién cé A va B bat ki cling lién quan dé&n mét phép thir,
ta cé

X

F(A o B)=P(A)+ P(B) - P(A.B).
Vi dy 2. Gieo ngau nhién mét con sdc sdc can déi dong chat hai 1an. Tinh xac
suat clia cac bién cd sau :
A :"Lan th{r nhat xuat hién mat 6 cham" ;
B : "Lan thir hai xuét hién mat 6 cham" ;
C : "It nh&t mot 1an xuat hién m4t 6 cham" ;
D :"Khéng lan nao xuat hién mat 6 chdm".
Gidi. Tacd Q= {(i,j) |1 <i, j<6}, trong d6 jla s6 chdm xudt hién frong lan gieo
thr nhat, jl1a s6 cham xudt hién trong 1an gieo thir hai, n(Q) = 36. Nhu vay
A={(6,/)| 1<j<6},nA)=6;
B={(.6)| 1<i<6},nB)=6;
C=AuB,D=-C,AnB=1{(6,6)),n(AnB)=1.
Tir d6, theo dinh nghia ta cé

P(A']:L!U:i:l‘ ( )=w=i_l_

n() 36 6 n) 36 6
P(A,B}=M=L_
n(€) 36

Theo nhan xét ta cé
1 1 1 1
P(C)=P(AuUB)=PA)+PB)-P(A.B)= —+——— = —,
()(U}(J{)()aéjﬁﬁ

Theo hé qua ta c6
= 11. 25
PD)= PC)=1-P(C)=1-—=—. m
(D)= P(C) (C) 6 35
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Bdi tép

Gieo ngau nhién mot con siic sac cin déi va déng chit hai l4n.
a) Hiy mo6 ta khong gian mau.

b) Xac dinh cdc bién cé sau :

A : "Téng s6 chidm xudt hién trong hai 1in gieo khoéng bé hon 10" ;
B : "Mait 5 chdm xudt hién it nhdt mot lan" .

c) Tinh P(A), P(B).

C6 bén tdm bia duge dinh sé tir 1 dén 4. Rut ngau nhién ba tim.
a) Hiy mé ta khéng gian mau.

b) Xdc dinh cdc bi€én ¢6 sau :

A : "Téng céc s6 trén ba tim bia bang 8" ;

B : "Cic s6 trén ba tAm bia 14 ba s6 tu nhién lién tiép".

c) Tinh P(A), P(B).

Mot ngwdi chon ngiu nhién hai chi€e giay tir bén déi giay c¢& khdc nhau,
Tinh xdc suit d€ hai chi€e chon duwrge tao thanh mét doi.

Gieo mot con siic sac can déi va dong chit. Gia sir con siic sac xudt hién
mat b chim. Xét phuwong trinh x>+ by + 2= 0. Tinh xdc suit sao cho :

a) Phurrong trinh ¢6 nghiém ;

b) Phuong trinh vé nghiém ;

¢) Phwrong trinh ¢6 nghiém nguyén.

Tir ¢6 bai td 1o kho 52 con, rit ngdu nhién cing mét lic bén con. Tinh xdc
sudt sao cho :

a) Ca bén con déu 14 4t ;
b) Pwoe it nhit mot con it ;
¢) Durge hai con at va hai con K.

Hai ban nam va hai ban nir dige xép ngéi ngiu nhién vio bén ghé xép
thanh hai diay déi dién nhau. Tinh xac suét sao cho :

a) Nam, nir ngdi déi dién nhau ;

b) Nir ngdi déi dién nhau.
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7. C6 hai hop chita cdc qua cidu. Hép thir nhit chita 6 qua trang, 4 qua den.
Hop thit hai chita 4 qua tring, 6 qua den. Tir méi hop 14y ngiu nhién mot
qua. Ki hiéu :

A 12 bién ¢6 : "Qua 1ay tir hop thir nhat trang” ;

B 13 bi€n ¢6 : "Qua 14y tir hop thit hai trang".

a) Xét xem A va B ¢6 doc lap khong.

b) Tinh xdc suét sao cho hai qua ciu ldy ra cing mau.

¢) Tinh xac suit sao cho hai qua ciu ldy ra khic mau.

BAI POC THEM

DINH NGHTA THONG KE CUA XAC SUAT

Mot déng tién can déi va dong chéat dudc gieo n lan. Ki hiéu », la sé lan xuat

hién mat s4p S trong » |an gieo dé.
. 9 '”k' s I . . > .
Ta goi fi 56 f,(8) = — la tén suat xudt hién mat sdp trong n |an gieo.
n

Bang thuc nghiém ta thay, tan suat thay dai khi ta thuc hién loat n 1an gieo khac cing
nhu khi ting s6 lan gieo.

Tuy nhién véi n kha 16n, tan sudt nay co tinh 6n dinh, nghia |a né dao déng xung

quanh sé El va khi n tang, tan suat ngay cang gan sé %

Ta c6 thé hinh dung diéu d6 qua bang cac két qua gieo déng tién clia cac nha
toan hoc Buyp-phéng (Buffont) va Pi€c-san (Pearson) sau day.

Nguéi gieo S6 lan gieo S6 1an xuat hién mat S Tan suat
Buyp-phéng 4040 2048 0.5069
Piéc-son 12000 6019 0.3016
Piéc-son 24000 12012 0,5005
i } 5 & & & - # - 5 - = > ey & e

S6 — ma tan suat f,(S) dao dong quanh nd dudc goi la xac suat cua bién co §

2
theo quan diém théng ké.

]
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Mét cach téng quat :
Ki hiéu n 4 1a s6 lan xudt hién bién c6 A trong mot day » phép thir

. o i
dudc 13p di 13p lai (day cac phép thir13p). Ti s6 —X goi la tan suét
n

xudt hién bién c6' A.

Khi n tang, Z4 ngay cang gan mot sé P(A) xac dinh. Ngudi ta goi
n

s6 P(A) d6 |a xdec sudt clia bién ¢ A theo quan diém thong ké.

Trong trudng hdp phép thir chi cé6 mét sé hilu han két qua déng kha nang xuat
hién thi s6 P(A) trong dinh nghia nay tring véi s6 P(A) trong dinh nghia ¢d dién
clia xac sudt. Do d6, dinh nghia théng ké cla xac suat |a mét su mé rong thuc su
cla dinh nghia c6 dién clia xac suat.

Nha toan hoc Thuy Si J.Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) 1a ngudi dau tién phat hién ra

n
tinh 8n dinh théng ké cla day tan sudt — .
n

Poat-x6ng (Poisson) la ngudi dau tién goi quy luat én dinh cla tan suét la ludt sé'on.

On tap chuong I

1. Phit biéu quy tac céng, cho vi du 4p dung.
2. Phidt bi€u quy tac nhan, cho vi du 4p dung.

3. Phan biét su khdc nhau giita mét chinh hop chép k cia n phin tir v mot t6
hop chip k ctia n phan tir.

4. (C6 bao nhiéu s6 chan cé bén chir s6 duge tao thanh tir cdc chirsé 0, 1, 2, 3,
4.5, 6saocho:

a) Céc chir s6 c6 thé giéng nhau ?
b) Cic chir s6 khac nhau ?

5. X€p nghiu nhién ba ban nam va ba ban nir ngéi vao sdu ghé ké theo hang
ngang. Tim xac sudt sao cho :

a) Nam, nir ngdi xen ké nhau ;
b) Ba ban nam ngdi canh nhau.

6. Tir mot hop chira sdu qua cdu trang va bon qua cdu den, 1dy ngiu nhién
dong thoi bén qua. Tinh xdc sudt sao cho :

a) Boén qua lay ra cling mau

b) C6 it nhat mét qua miu trang.
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7.3

10.

11.

14.

Gieo mot con siic sac ba lan. Tinh xdc suit sao cho mat sdu chdm xuAt hién
it nhat mét 14n.

Cho mét luc gide déu ABCDEF . Viét cic chit cdi A, B, C, D, E, F vio séu
cdi thé. Lay ngiu nhién hai thé. Tim x4c suit sao cho doan thang ma cdc
ddu mut 13 cdc diém duroge ghi trén hai thé dé 1a :

a) Canh cna lue gidc ;

b) Pudng chéo cia luc gidc ;

c¢) Dudng chéo néi hai dinh déi dién cua luc gidc.

Gieo déng thi hai con siic sic. Tinh x4c suit sao cho :
a) Hai con siic sac déu xuit hién mat chin ;

b) Tich cdc s6 chAm trén hai con siic sac 12 s6 1&,

Bdi t&p trdc nghiém

Chon phuwong an dung :

L4y hai con bai tir ¢6 bai ti lo kho 52 con. S6 cdch 4y 14 :

(A) 104 ; (B) 1326 ; (C) 450 ; (D) 2652.

Nam ngudi duge x€p vao ngdi quanh mét ban tron véi nam ghé. S6 cdch
X€ép la :

(A) 50 ; (B) 100 ; (C) 120; (D) 24.

Gieo mét con stic sac hai 14n. Xdc sudt dé it nhit moét 1an xudt hién mat sdu
chamla :

12 11 6 8
(&) —3 (B} —; (Y — (B —

36 36 36 36
Tir mét hép chita ba qua cdu trang va hai qua cdu den ldy ngiu nhién hai
qua. Xdc suit dé 14y duoce ca hai qua trang [a

9 12 10 6

A —; B) —; C) —; D) —.

()30 ()30 {)30 ()30

Gieo ba con stic sac. Xdc suit dé€ s6 chim xuét hién trén ba con nhw nhau 14 :
12 1 6 3

A) — ; B) — ; C) —; ) —.

e 216 o 216 - 216 = 216
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Gieo mot déng tién can déi vh dong chat bén 14n. Xdc suit dé ca bén lan
xuét hién mat sip la :

4 2 I 6
(A} — 7 (B) — ; (E) — 3 (1) =

16 16 16 16

BAN CO BIET ?

BEC-NU-LI

Béc-nu-li (Jacob Bemoulli) sinh ngay 27 thang 2 nam
1654 & Baxld (Basle) Thuy Si. Ong la ngudi nghién
cliu Toan dau fién trong déng ho Béc-nu-li c6 nhiéu
nha toan hoc. Cha éng, Ni-co-la Béc-nu-li (1623 — 1708)
muén 6ng trd thanh muc su. Mic du phai hoc
Than hoc, éng van say mé nghién clu Toan hoc.
Mét sé céng trinh quan trong nhét clia éng dudc
céng bé trong cudn sach Nghé thudt phong dodn
n&m 1713, bao gém cac linh vuc cla dai s6 t6 hop :
hoan vi, t6 hdp, cac sé Béc-nu-li va Ii thuyét xac
sudt. Dac biét, luat sé 16n d6i véi day phép thir Béc-nu-li dudc céng bé trong
cudn sach d6. Cudn sach clia éng dudc coi l1a su mé& dau cla Ii thuyét xac sudt.
Béc-nu-li bat dau giang Triét hoc tu nhién, Cd hoc & trudng Pai hoc Téng hop
Ba-xIo nam 1682 va trd thanh Giao su toan nam 1687. Ong ti€p tuc lam viéc & d6
cho dén khi mé&t (ngay 10 thang 8 nam 1705).

Bernoulli

(1654 - 1703)
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0Ny sd . AP 84 CcOoncG vAa cAP sd NnyHAn

Chuong

DAY sd . cAP sO cONG
VA CAP 50 NHAN

Phén d4u clia chuong gidi thidu Phuong phdp quy nap todn hoe, m{t phuong phép
ching minh nhiéu khing dinh todn hoc, lidn quan dén t4p s tiy nhidn. Day 1A mét
phuong phép chimg minh quan trong va hiiu higu trong Todn hoc.

Phén 1i€p theo 1& c&c khéi niém co ban vé ddy sd (hilu han v vd han), sé duoc gép
nhiéu trong céc chuong cla Gidi tich.

Cép s6 chng va cdp 56 nhén 1a hai ddy sd dac biét va o nhidu (mg dyng, duge trinh
bay hé thing va chi tiét & cudi chuong.
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PHUGONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

I - PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

ﬁ1
Xét hai ménh dé chira bién P(n): "3" <n +100" vaQn):"2" >n" véin eN’ .
a)Vdin=1,2,3,4,5 thi P(n), Q(n) ding hay sai ?
b) V&i moi n N thi P(n), Q(n) dang hay sai ?

Pé chitng minh nhitng ménh dé lién quan dén s6 twr nhiénn € N ¥
|a diing v6i moi # ma khéng thé thir truc ti€p duge thi cé thé
lam nhu sau :

Biroe 1. Kiém tra rang ménh dé ding v6in = 1.

Buge 2. Gia thiét ménh dé ding véi motsé tr nhién batkin=£4 = 1
(goi la gia thi€t quy nap), chitng minh rang né ciing diing v&i
n=k+1.

D6 1a phuwong phdp quy nap todn hoc, hay con goi tat 13
phwong phap quy nap.

Mot cach don gidn, ta ¢6 thé hinh dung nhu sau : Ménh dé di ding khin = 1
nén theo két qua & bude 2, né cing ding véin =1+ 1 = 2. Vi ndé ding véi
n = 2 nén lai theo két qua & bude 2, né ding véi n =2+ 1 = 3, ... Bang cich

- - 1 . & CEr b o gk . &
iy, ta c6 thé khang dinh rang ménh dé diing véi moi s6 tu nhiénn € N .

II - VI DU AP DUNG

Vidu I. Chitng minh rang véin € N thi
[ $845% ..+ (2n-1)=n" (1)
Giai
Bude 1. Khin = 1, v&€ trdi chi ¢é mét s6 hang bang 1, vé&€ phai bang e
Vay hé thic (1) dang.
80
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Buée 2. Dat v€ trdi bang S,,.
Gia str dang thic ding véin =k = 1, nghia 13
Sp=143+5+ ..+ (2k-1) =k (gia thiét quy nap).
Ta phai chitng minh rang (1) ciing diing véin =k + 1, titc 13
oo = TH T 6 T8 0 0 - E =1 =41
Thét vay, tir gia thi€t quy nap ta cd
Ser1 =S+ Rk +1) - 1]1= K +2%k+1=(k+ 1%
Vay hé thire (1) diing véi moin € N.m

2

Chimg minh rang véin € N thi

l+2+3+...+n= m‘(”;”.

Vidu 2. Chitng minh rang véin € N thi n° - n chia hét cho 3.
Gidi. Dat A, = n —n.
Buwoc 1. Véin=1,tac6A;=0:3.
Buoe 2. Giasuvoin=kz=1tacd
Ay = (K = k) i 3 (gia thiét quy nap).
Ta phai chimg minh A, : 3.
That vay, ta cd
A =G+ 1’ = h+ D=L +3%+3k+1-k-1
= (& - &)+ 3>+ k)
= A+ 3K + k).

Theo gia thi€t quy nap A, : 3, hon nira, 3(:%2 +k):3nénA,, 3.

3 G 08 B § %
Vay A,=n" —nchiahétcho3véimoine N . ®

timdapan.com
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CHU ¥

Néu phai chitng minh ménh dé 1a diing véi moi s6 tw nhién n = p
(p 1a mot s6 tu nhién) thi

« J birde 1, ta phai ki€m tra ménh dé ding véin=p:

O bude 2, ta gia thi€t ménh dé ding véi s6 tu nhién bat kin = k= p

va phai chitng minh rang né ciing ding véin =k + 1.

3
Chohaisé3"vasSnvéine N .

a) So sanh 3" véi 8n khin=1,2.3,4,5.
b) Du doan két qua téng quat va chiing minh bing phuong phap quy nap.
Bai tap

. s o * ; 2 .
Chitng minh rang véin € N | ta ¢6 cdc dang thirc :

a)2+5+8+..+3n-1= -”—('jﬂ—;h—fl;
no_
b)l+l+l+ I_:u’
2 4 8 M L
& 2492.324 4 2= n(n+ 1)(2n + 1)1

6
Chitng minh rang véin € N ¢
a) n° +3n” + 5n  chia hét cho 3 ;
b) 4" + 15n-1  chia hét cho 9 ;

c) f33 + 11n chia hét cho 6.

Chitng minh ring véi moi s6 tu nhién 7 = 2, ta ¢é cdc bét dang thirc :

a)3">3n+1: b) 2" 5 on 4+ 3.
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1

: ) 1 .. #
4. Chotong §, ==—+=—+ ...+ = véine N .

I
1.2 23 nin+1)

El] Thﬂl L"‘I - I.H'z, 1513
b) Du dodn céng thitc tinh téng 8, va chitng minh bang quy nap.

4 ; & — —_— gl s . nin=3)
Chitrng minh rang s6 dudng chéo cua mét da giac 161 # canh la ————.

e

BAN CO BIET ?

SUY LUAN QUY NAP

Ngudi ta thudng phan biét hai hinh thifc suy luan, d6 la suy dién va quy nap.
Suy dién hay con goi |a phép suy dién |a di tir cai chung dén cai
riéng, tir tdng quat dén cu thé.

Chéng han, tir dinh Ii "Moi s6 tu nhién cé chi s6 tan cling la 0 ho&c 5 déu chia
hét cho 5", ta suy ra 135 va 170 chia hét cho 5. Trong suy dién, néu ménh dé
téng quat la dang thi két luan cé dudc bao gid cling dung.

Con quy nap hay con gcu la phép quy nap lai di tir cai riéng dén
cai chung, U cu thé dén tong quat.

Vi dy : So sénh cac s6 A(n) = 10" véi B(n) = 2004 + n, trong 46 n € N . Béing
phép thlrvdin=1,2,3,4tacd: A(1)<B(1); A(2) < B(2) ; A(3) < B(3) ; A(4) < B(4).
Tir day, ta két luan

10" < 2004 + n véi moi n < 4" (1)
R& rang két luan nay ding.
Tuy nhién, cing tir két qua clia phép thir trén, néu voi két luan :

“10""" <2004 +n véimoin e N'* (2)
thi lai sai lam vi v@in = S ta cé :

10" > 2004 + 5 (tuong tu, véin = 6,7.8, ...).
Dén day, néu két luan tiép :

"10""" > 2004 + n véi moin = 5", (3)
sau d6 véi phép thlr, cho du c6 nhan dudc két qua ding véi n bang bao nhiéu
ching nita thi van khéng thé coi 1a da chimg minh dudc ménh dé (3).

83

timdapan.com



84

Ménh dé (3) sé dudc chiing minh néu dung phuong phdp quy nap
todn hoe.

Cac ménh dé (2), (3) c6 dudc la két qua clia phép quy nap khdng
hoan todn, trong d6 ménh dé (2) 1a sai con ménh dé (3) la dung.

Do phép thir chi cb tinh du doan, nén két qua clia phép quy nap
khdng hodn toan chi |a gia thuyét, va viéc phai lam ti€ép theo la
chitg minh hay bac bo.

Dudi day, ta xét thém vai vi du lich si.

Phéc-ma (P. Fermat) nha toan hoc Phap (1601 — 1665) khi xét cac s& dang 22" +1
théy riing véin=0,1,2,3,4thi 22 +1=3; 22 +1=5:2 +1=17; 2% +1=257;
22" 41 = 65537 déu I nhimg sé nguyén té. Tir 46, éng du doan rang "Moi sé ¢b
dang 22 41 véin e N déu la nhiing s6 nguyén t8".
Tuy nhién, 100 ndm sau, nha toan hoc Thuy Si O-le (Euler, 1707 — 1783) lai phat
hién ra rang 22 41 khéng phai la sé nguyén 6 vi :

2% 4 1=4294 967297 : 641.
Ciing chinh Phéc-ma 1a tac gia clia gia thuyét ndi ti€ng ma ngudi daéi sau goi Ia
dinh Ii cudi cung clia Phéc-ma : "Phuong trinh x" + " = 7" khéng cé nghiém
nguyén duong véi moi s6 tu nhién n > 2". Nam 1993, tirc 1a hon 350 nam sau, gia
thuyét nay méi duoc chimg minh hoan toan.
Nha toan hoc Blc Lai-banit (Leibniz 1646 — 1716) da chithg minh dudc rang ¥n € N
thin>—ni3:n-nis5n —n! 7, tir dé éng du doan vdi moi n nguyén dudng
va véi moi s6 18 p thi »” — n i p. Tuy nhién, chi it lau sau chinh éng lai phat hién ra
2% — 2 =510 khéng chia hét cho 9.

Lich sir toan hoc da dé lai nhiéu su kién tha vi xung
quanh cac gid thuyét cé duge bang suy luan quy nap
khéng hoan toan (hoic bang phép tuong tu). Cé nhing
gid thuyét da bi bac bd, cd nhiéu gid thuyét da duoc
chimg minh, ¢é nhimg gia thuy&t ma vai tram nam sau
van khéng duge chimg minh hay bac bd. Tuy nhién, viéc
tim cach chimg minh hay bac bo nhiéu gia thuyét da cé
tac dung thic ddy su phat trién clia toan hoc.

Fermuat
(1601 - 1663)
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I - DINH NGHIA

1
ﬂcm ham s6 f(n) = b' ke N". Tinh f{1), f(2), f(3), fi4). f5).
=

1. Dinh nghia day s&
Mo6i him s6 u xdc dinh trén tap cédc s6 nguyén duong N duoc
goi 12 moét ddy sé vé han (goi tat 13 diy s6). Ki hiéu :
w: N SR
n+— u(n.
Ngudi ta thudng viét diy s6 dudi dang khai trién
Bips Uas WSy ovey Mgy comy

trong dé u, = u(n) hoac viét tat 1a (u,), vi goi uy 1a sé hang dau, u, i sé
hang thir # va 14 s6 hang tong quat cia diy s6.

Vidul

a) Dy cdc s6 tu nhién 1& 1, 3, 5, 7, ... ¢6 s6 hang diu u; = 1, s6 hang téng

quat u, = 2n - 1.
b) Diy cdc s6 chinh phwong 1, 4, 9, 16, ... c6 s6 hang dau u; = 1, s6 hang
tong quit i, = .

2. Binh nghia déy s& hiru han

| M6i ham s6 u xdc dinh téntap M = {1,2,3, ..., m} véim € N
dwoce goi 1a moét dday so hiru han.
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Dang khai trién cta né 1a uy, uy, U3, ..., Uy, trong dé u; la sé hang dau,

i, la so hang cuoi.

Vidu2

a)-5,-2,1,4,7,10, 13 la day s6 hitu han ¢6 uy = =5, u3 = 13.

) ll lL =, la diy s6 hiru han c¢6 uy = l Us = L
29 8 16 32 2 32

Il - CACH CHO MOT DAY SO

2
ﬁHﬁy néu cac phuong phap cho mét ham sé va vi du minh hoa.

1. Day sé cho bing edng thirc clia s hang téng quét

Vidu3
3”
a) Cho day sé (u,) véi u, =(-1)" . — (1)
n
Tir cong thite (1), ta ¢é thé xdc dinh duge bat ki mot s6 hang nio cia
I s 3 243
diy s6. Chang han, ug = G R i o
5 5
Néu viét diy s6 nay dudi dang khai trién, ta duogc
I Hn
e 2, -9, 8—, (-1)”.3—,
2 4 n
n

b) Day s6 (u,) véi u, = T ¢6 dang khai trién 13
n+1

1 2 3 n
Nhu vay, diy s& (u,) hodn toan xdc dinh né€u biét céng thitc s6 hang téng
quét u, cta nd.

3

ﬁ‘v‘ié’t nam sé hang dau va sé hang téng quat clia cac day sé sau :
a) Day nghich dao clia cac sé tu nhién lé ;
b) Day cac s6 tu nhién chia cho 3 du 1.
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Ciing giéng nhrr him s6, khéng phai moi diy s6 déu ¢é céng thifc s6 hang
téng quat u,. Dudi diy, ta néu thém cde cdch khac dé cho mét diy sé.

2. Day s6 cho bing phuong phap mo ta

Vidu 4. S6 1 14 s6 thiap phan vé6 han khéng tuin hoan
n = 3,141 592 653 589 ...
Néu lap day s6 (u,) v6i u, 1a gid tri gin ding thi€u cha s& 7 véi sai s6 tuyét doi
10" thi
y=3,1;uy=3,14;u3=3,141 ; uy=3,1415; ...

D6 1a diy sé dwge cho bang phirong phdp mé td, trong dé chi ra cach viét
cac s6 hang lién ti€p cua day.

3. Day so cho bang phudng phap truy hai

Vidu 5. Diy Phi-bé-na-xi'" 1a day s6 (u,) duoe xdc dinh nhur sau :

Uy =iy =1
{u” =,y +u,_o véin 23,
nghia 14, ké tir s6 hang thif ba trd di, méi s6 hang déu bang téng cla hai s6
hang dirng ngay trude no.
Céach cho day s6 nhur trén duge goi 1a cho bang phiong phdp truy héi.
Néi cach khéc, cho mot diy s6 bang phwong phap truy hoéi, fife 1a
a) Cho s6 hang déu (hay vai s6 hang dau).

b) Cho hé thitc truy hoi, titc 1a hé thitc bi€u thi s6 hang thit n qua s6 hang
(hay vai s6 hang) dimg trure né.

4
ﬁ‘v’ié’t mudi s6 hang dau cla day Phi-bé-na-xi.

(*) Phi-bé-na-xi (Fibonacci, 1170 - 1250) — Thuong gia, nha todn hoc I-ta-li-a.
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111 - BIEU DIEN HINH HOC CUA DAY $O

e o G i ¥ ; ; g e, et :
Vi ddy s6 14 mot him s6 trén N nén ta ¢6 thé bi€u dién diy sé bang do
thi. Khi dé trong mat phang toa do, diy sé duoc bi€u dién bang cic di€ém

c6 toa do (n; u,).

- e ‘ o n+ l - = .5 \ -
Vidu 6. Day s6 (u,) v6i u, = c6 biéu dién hinh hoc nhur trén Hinh 40 :
n
iy
H[ _____ »
l
|
Y [ peaaa
£ J| e J.._____:.____4
T R
I ! 1 !
T
T
! I
| - i 1
o
! : ! : .
0 12 3 4 n
Hinh 40
3 4 5
U= 2, U5= 5 U3y = 3 g = it

Tuy nhién, ngudi ta thudng biéu dién cdc s6 hang clia mét diy s6 trén truc

o i | M1 ; gl 3x
s6. Chang han, diy sb ( ] c6 biéu dién hinh hoc nhu trén Hinh 41.
n
. B4

43 2 2

t t ——— }
0 W4 uy uz iy ufn)

Hinh 41
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IV - DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY SO BI CHAN

I

5

Cho cac day sé () va (v,) v8iu, =1+ 1 iVp=5n-1.
n

a) Tinh u

- .
n+l* Tn+l

, . g 2o: g ®
b) Chimg minh u, , <u,va v, . >v, véimoine N .

Day sé ting, diy sé giam

DINH NGHIA 1

E
moine N .

E #
moine N .

Vidu 7. Diy s6 (u,) v&i u, = 2n — 1 la diy s6 tang.
That viay, véi moi n € N~ xét hi¢u wu,, y —u,. Tacéd
Hpy) — Uy =2(n+1)-1-(2n-1)=2.

Do w, .y —u,>0nén u,  >u, M
# = At e i 5 - o aRRrLL |
N H = R : H .
Vidu 8. Diy so6 (u,) v6i u, - la ddy s6 giam
3

Hy 4
i

= -, e . e i & F Fd r ¥, at I
That vay, véimoin € M , viu, > 0 nén c6 the xét t1 s6 . Ta cd

nn

Uaki ot om el
3+l '311 Ty

Iy,

o n+1 i
i A 4 n+1 z
Dé thay <lnén-=<1lsuyrau, <u, W

3n u,

timdapan.com

Day s6 (u,) duoce goi la ddy so tang néu ta cé w, . > u, véi

Day s6 (u,) duoc goi 1a day sé giam néu ta cé u, | < u, voi
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CHU ¥
Khéng phai moi diy s6 déu tang hoac giam. Chang han, diy
s6 (u,) véi u, = (-3)", tic 1a diy
-3,9,-27,81, ...

khéng tang va ciing khéng giam.
2. Day sé bi chan

ﬁa

2
Chimg minh cac bét ding thic —" R ik I
n"+1 2 2n

DINH NGHiA 2

Day s6 (u,,) duge goi la bi chdn trén néu ton tai mot s6 M

sao cho

u, <M, Vne N*.

o=
Day s6 (u,,) dugce goi la bi chdn duéi néu tén tai mét s6 m
sao cho

£
M. z2m,Vne W .

Day s6 (u,) duge goi la bi chdn néu né vira bi chan trén vira bi
chan duéi, tirc 14 ton tai cdc s& m, M sao cho

k-3
m<un, <M, Vne N .

=

Vidu?9
a) Diy s6 Phi-b6-na-xi bi chan duéi vi u, = 1 véi moi n € N

n

b) Day s6 (u,) véi u, = ,2” bi chanvi 0 < <
n

|
+1 rr2+1 2
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BaN €O BlET ?

Day s6 Phi-bé-na-xi thuong gap trong thién
nhién. Nhimg chiéc la trén canh ciy moc cach
nhau cac khoang (ng vdéi cac s8 trong day sé
Phi-bé-na-xi (cén goi la cac s8 Phi-bé-na-xi)

3.:3,8,13,21,34,33,89,.... (F)

S8 canh hoa trong hau hét cac béng hoa la cac
sé trong day (F). Hoa loa kén c6 3 canh, hoa
mao ludng vang cé 5 canh, hoa phi yén c6 8
canh, hoa cuc van tho 13 canh, hoa cuc tay 21
canh, con hoa clc thudng cé 34 ho#c 55, hoic
89 canh.

HOA, LA VA DAY SO PHI-BO-NA-XI

Fibonacci
(1170 - 1230)

Trong hoa huéng dudng cing xuat hién cac sd Phi-bé-na-xi. Nhitlng nu nho két
thanh hat & dau béng hoa va xép thanh hai ldp dudng xodn 6c. Mét Idp cudn theo
chiéu kim déng ha, |6p dudng xoan kia cudn theo chiéu ngudc lai. Sé cac dudng
x0an oc theo chiéu kim déng hé thudng |a 34 hodc 55, con sé dudng xoan theo

chiéu ngudc lai thueng 1a 55 hoic 89, ...

Ngoai nhing diéu tha vi trén, mét s& van dé clia kién trac, héi hoa, &m nhac, ...

cung lién quan dén cac sé Phi-bé-na-xi.
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Bdi tép

Vi€t nam s6 hang dau cia cde diy s6 ¢6 s6 hang tong quét u, cho boi cong thire :

2" —1
a) u, = =4 b) u, = ;
2" -1 2" +1
{1 n
c) u, = (I +;] : d) u, = e
no+1

Cho day sé (u,), biét :

wmy=-1, w, =u,+3véinz1.
a) Viét nam s6 hang diu cua diy s6.
b) Chimg minh bang phwong phdp quy nap : u, = 3n — 4.

Day s6 (u,) cho boi :

2
Uy =35 u,4 = 4.#] o el

a) Vi€t nam s6 hang diu cua diy s6.

b) Du dodn cong thitc s& hang téng quét #, va ching minh céng thicc dé
bang phuong phip quy nap.

Xét tinh tang, giam cua cic ddy s6 (u,,). biét :

a) u“:l—Q: b) ”n:”_];
n n+1
n n 2ﬂ+l

c = (-1 2 +1): d =
Yu,=(=1)" ( ) ), S

Trong cdc diy s6 (u,) sau, day s6 nao bi chan dudi, bi chan trén va bi chan ?

s B |
a)u,=2n -1; b) u, = m
3 .
c) u, T d) u, =sinn +cosn.
2n° -1
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CAP sO CONG

I - DINH NGHIA

1
ﬁﬁiét bén s6 hang dau clla mét day séla-1,3,7, 11.
Tir &6 hay chi ra mét quy luat réi viét ti€p ndm s6 hang clia day theo quy luat dé.

DINH NGHIA
Cdp s6 cong 1a mot diy s6 (hitu han hoac v6 han), trong dé ké

tir s6 hang thit hai, méi s6 hang déu bang s6 hang diing ngay
trude né cong véi mot s6 khong déi d.

S6 d duge goi la cong sai clia cip s6 cong.

Né€u (u,) 1a cap s6 cong vdi cong sai d, ta ¢6 cong thite truy hoi

o *
Uy =W, +d véine N . (1)

Dic biét khi d = 0 thi cip s6 cong 12 mét day sé khong déi (tit ca cic s6
hang déu bang nhau).

Vidu 1. Chirng minh diy s6 hitu han sau 1a mét cap s6 cong :
1,-3,-7,-11,-15.
Giagi. Vi-3=1+(-4); -11=-7+(-4);
-T==3+(=4); -15==11+(-4)

nén theo dinh nghia, day s6 1, -3, -7, =11, —15 12 m6t cip s6 cong vai
congsaid=-4. ®

2

o g i I 2 i
Cho (i,,) la mot cap sé cong ¢o sau s hang vai i) = — 5 d = 3. Viét dang khai trién
clia nod.
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II - SO HANG TONG QUAT

3
ﬁnﬂai va Hlng chai tré xép cac que diém thanh hinh thap trén mat san. Cach xép
duoc thé hién trén Hinh 42.

*—
& i
‘ ‘ T T T | [ T
I ting 2 ting 3 ting

Hinl 42

Héi : Néu thap c6 100 tang thi can bao nhiéu que diém dé x&p tang dé cla thap ?

PINH Li 1

Néu cdp s6 cong (u,) c6 s6 hang dau u; va cong sai d thi s6
hang téng quat u, duge x4dc dinh bai cong thifc :

w, = +(n—1)d véinz?2, (2)

Chirng minh. Ta s& chimg minh c6ng thitc (2) bang quy nap.
Khi n =2 thi u, = u; + d, vay céng thitc (2) ding.
Gia str cong thite (2) ding véin=k =2, tirc la up = uy + (k= 1)d.
Ta phai chimg minh rang (2) cling ding véi n=k+ 1, tie 14 uppy = uy + kd.
That vay, theo dinh nghia cip s6 cong va gia thiét quy nap ta c6
Uy = g +d=[ug+(k—-1)d]l+d=u + kd.

Vayu,=uy+(n=1)dvéinz2. ®

Vidu 2. Cho cap s6 cong (u,), biét uy =-5,d= 3.
a) Tim uys.
b) S6 100 la sé hang thir bao nhiéu ?
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. s . s o o A ” " - o
c) Bi€u dién cdc s6 hang wuy, uy, us, uy, s trén truc s6. Nhan xét vi tri cua
méi diém uy, 1z, uy so véi hai diém lién ké.

a

Giai. Cip s6 cong ¢6 uy = -5, d = 3.

a) Theo céng thite (2) tacd uys=-5+(15-1) . 3= 37.

b) Theo céng thirc (2)tacé w, =-5+(n-1).3. Viu, = 100 nén
—5+(n—1).3=100, tir d6 n = 36.

¢) Nam s& hang clia cip s6 cong 1a -5, -2, 1, 4, 7 duge bi€u dién bdi cic
diém uy, uy, U3, Uy, us twong ing trén Hinh 43.

i iy iy Uy s
} i — i — i —t f — r
-5 -2 0 1 4 7

Hinh 43

; ; e a y + U
Di€m w3 1a trung diém cua doan wyuy, hay us = ST

Ta ciing c6 két qua twong tw d6i véi uy va iy .|

Déy 1a mét tinh chat dac trung cla cdp s6 cong ma ta sé xét dudi day.

III - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO CONG

PINH LI 2

fmeng mot cdp s6 cong, mbi s6 hang (trir s6 hang diu vﬁﬁ\

cudi) déu 1a trung binh céng ctia hai s6 hang dimg ké véi
noé, nghia la

u, = w Véik > 2. (3)
. /

Chirng minh. Gia st (u,) 14 cdp s8 cong véi céng sai d. Str dung céng thite (1)

voikz2,tacduy 1 =up—d; ey =1+ d.

Iy + Iy
Suy ra ug _y + gy = 2uy hay uy = A=kl > ktl
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IV - TONG n SO HANG DAU CUA MOT CAP s6 CONG

A

4

Cap s6 cong gédm tam sé hang -1, 3,7, 11, 15, 19, 23, 27 dudc viét vao bang sau :

-1

3 7 11 15 19 23 27

a) Hay chép lai bang trén va viét cac sé hang clia cap s6 d6 vao dong thir hai
theo th(r tu ngudc lai. Néu nhan xét vé téng clia cac sé hang & méi cot.

b) Tinh tdng cac s6 hang clia cdp sé cong.

Ta céng nhan dinh 1i sau day.

DINH Li 3
o Cho cép s6 cong (u,). Bat S, = uy; + uy + uz + ... + u,. k
Khi dé
+

T ni - u,) | @)
. /
CHU Y
Viu, = uy+ (n-1)d nén coéng thire (4) céd thé viét

-1
S, = nuy +”(H2—)d. (4"

Vidu 3. Cho day s6 (u,) v6i u, =3n- 1.

a) Chirng minh day (u,) 14 cip s6 cong. Tim u; va d.

b) Tinh téng ctia 50 s6 hang diu.

¢) Bi€t S, = 260, tim n.
Giai

a) Viu,=3n—-1nénu; =2.

Véinzl1

,Xéthiéu w,yy—u,=3(n+1)-1-Bn-1)=3,suyra

U,y = U, +3. Vay (u,) 1a cép s6 cong véi cong sai d = 3.
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b) Viuy=2,d= 3, n=50nén theo céng thirc (4') ta c6
50.49

Re =50 4 3 =3775.

c) Viuy=2,d= 3,85, = 260 nén theo cébng thitc (4') ta c6

H — ;1_2+M

i

3 =260 hay 3n° + n - 520= 0.

Giai phuwong trinh bic haitrénvéi n e N | tatim duge n=13. ™

Bai tap

Trong cdc diy s (u,) sau day, diy s6 nao la cdp s6 cdng ? Tinh s6 hang
dau va céng sai cua no.

a)u,=5-2n; b)u”:%—l;

7 -3n

) uy=3 ; d) u, =

Tim s6 hang dau va céng sai cla cdc cdp s6 céng sau, biét :

o= Uz + us =10 7 — Uy =8
g s g
H +ug =17, Uy g =73,

Trong cdc bai todn vé cédp s6 cong, ta thudng gap nam dai lvong u,, d, n,
T, ]

n»=n-
a) Hay vi€t cdc hé thire lién hé giira cdc dai lugng dé. Can phai biét it nhat
may dai lwong dé c6 thé tim duge cdc dai lirgng con lai ?

b) Léap bang theo miu sau va dién s6 thich hop vao 6 tréng :

i, d i, n S,
—2 355 20
. 15 120
4
3 E 7
17 12 12
2 -5 -205
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Mat sin ting mot ciia mot ngdi nha cao hon mat sian 0,5 m. Cau thang di tir
ting mot 1én ting hai gébm 21 bac, méi bac cao 18 cm.

a) Viét cong thitc dé tim dé cao clia mot bac tuy ¥ so véi mait san.
b) Tinh d6 cao ctia sin tAng hai so véi mat san.

Tir 0 gitr dén 12 gid trra, déng hé dinh bao nhiéu ti€ng, néu nd chi dinh
chuéng bio git va s6 ti€ng chuéng bang s6 gid ?

CAP s& NHAN

I - DINH NGHIA

A

98

1

Tuc truyén riing nha Vua An Db cho phép ngusi
phat minh ra ban cd Vua dudc Iua chon mét phan
thudng tuy theo s& thich. Ngudi d6 chi xin nha vua
thudng cho sé théc bang s6 thoc dudc dat 1én 64
& clia ban cd nhu sau : D4t 1én 6 thir nhét clia ban
cd mét hat théc, tiép dén 6 thir hai hai hat, ... c(r
nhu vay, s6 hat théc & 6 sau gap d6i s6 hat théc &
& lién trudc cho dén 6 cudi cliing.

Hay cho biét sé hat théc & cac 6 tir thir nhat dén
thir sau clia ban cg. .

DINH NGHIA

Cap s6 nhdan 1a mét diy s6 (hitu han hoac vé han), trong dé
ké tir s6 hang thi hai, mdi s6 hang déu 1a tich clia s6 hang
ditng ngay trude né véi mot sé khéng déi ¢.

S6 g dwrge goi la cong boi ciia cap s6 nhan.
Néu (u,) 1a cip s6 nhan véi cong boi ¢, ta ¢ céng thite truy héi :

o *
Uy = U, gveine N . (1)
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Dac biét :
* Khi ¢ = 0, cdp s6 nhan ¢é dang u, 0,0, ..., 0, ...

* Khi g =1, cip s6 nhan c6 dang uy, uy, uy, ..., uy,

* Khi u; = 0 thi véi moi ¢, cdp s6 nhan ¢6 dang 0,0, 0, ..., 0,

Vidu 1. Chitng minh diy s6 hiru han sau 14 mét cdp s6 nhan :

nén diy so

l
B

la mot cip s6 nhin véi cong boi g = - 7

I1 - SO HANG TONG QUAT

2
ﬂHéy doc hoat dong ﬁ1 va cho biét & th(r 11 ¢6 bao nhiéu hat théc ?

Bang phuong phip quy nap, ta ¢6 thé chitng minh duoce dinh 1i sau day,

-

DINH Li 1

Néu edp s6 nhéan c6 s6 hang dau u; va céng boi ¢ thi s& hang

téng quit u, duge xdc dinh bdi cong thire

= n=1 _ .
U, = uy.q voin = 2.

(2)

timdapan.com
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|

Vidu 2. Cho cip s6 nhan (u,) v6i u; =3, ¢ =- o

a) Tinh u;.
b) Hoi 3 la s6 hang thir may ?
256 R

Giai
a) Ap dung céng thite (2), ta cé

6

b) Theo céng thirc (2), ta cd

) ( IJH'I_ 3 [ I]nvl_ I _( ]]8
u, = 3.| —— = | -— B it | == |
2 256 2 256 2
Suyran—-1=8hayn=09.

. 3 : oy
Viy s6 —— la s6 hang thit chin. m
256

Vi du 3. T€ bao E. Coli trong diéu kién nuéi cdy thich hop cir 20 phat lai
phin d6i mét lan.

a) Hoi mét t€ bao sau mudi lan phan chia sé thanh bao nhiéu t€ bao ?

b) Néu co 10” t€ bao thi sau hai gi¢ s€ phan chia thanh bao nhiéu t& bao ?
Giai

a) Vi ban dau cé mot t€ bio vi m6i 1an moét € bao phéan chia thanh hai t&€
bao nén ta ¢6 cip s6 nhan véi uy = 1, ¢ = 2 va uy; 1a s6 t€ bao nhan dwoc

sau mudi lan phan chia. Vay sau 10 lan phan chia, s6 t€ bao nhan dugce 1a

uy=1.2"7"1=2"= 1004.

= I I j a % 5 " o & e % & = N . e

b) Vi ban dau c6 10 t&€ bao va moi lan moét t€ bao phén chia thanh hai té
b1 » rd i af F A 5 i A - ) - &
bao nén ta ¢é cap s6 nhan véi 1y = 107, ¢ = 2. Vi eir 20 phit lai phan déi

mo6t l1an nén sau hai gior s€ ¢6 6 lan phan chia t€ bao va u; 1a s6 t&€ bao nhan
duoce sau hai gio. Vay s6 té bao nhian dwge sau hai gio phan chia la

w;=10°2"7" = 10°2% = 6 400 000. m
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III - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO NHAN
ﬁa
Cho cdp sé nhan (i) véiu; =-2vaq =—%.
a) Viét nam s& hang dau clia nd.

b) So sanh «; Véi tich uy. u3 va u3 véitich iy . uy.

Néu nhan xét téng quat tir két qua trén.

PINH Li 2

/"Trong mot cdp s6 nhan, binh phuong clia mdi s6 hang (trir\
s¢ hang diu va cubi) déu la tich clia hai s6 hang dimg ké
vGi nd, nghia la

uf. = Up_yUpypq VOL k =2 (3)

\gmy legl = Wy _q Mo s /

Chirng minh. Str dung coéng thire (2) véi k = 2, ta co

e k=2,
H'_;\._|—H|.(jf s

. s
”.l'+1_”I":f ;

2k =2 k—1.2
Suyra wp_y .y 4 = :.f|2 q =(mg ) = U .m

IV - TONG n SO HANG PAU CUA MOT CAP SO NHAN

4
RTinh téng s6 cac hat théc & 11 6 dau clia ban cd néu & hoat dfmg%t

Cip s6 nhan (u,) c6 céng boi ¢ cé thé viet dusi dang

2 n—1
g B BT el e
Khi dé

1 -1
Sp= W +uy + ..+ u, = upt uq+uq Bl g . (4)
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Nhéan hai vé cua (4) véi ¢, ta duroe
q.5, = g+ rqqz i u|qr3 +eth u;q". (5)
Trir timg vé€ twong (ng clia cde dang thie (4) va (5), ta duge

(l = "?} S}: = U k1= q“)‘
Ta ¢é dinh 1i sau day.

DINH Li 3
/Chl::- ciip s6 nhan (u,) v&i cong boi ¢ # 1. Dat \
S, =S+t tu,.
Khi dé
. m(1-¢")
(A U (6)
% . A
CHU Y

Néu g = 1 thi cip s6 nhan la u, uy, uy, ..., 4y, .. Khid6 §, = n.uy.

Vidu 4. Cho cip s6 nhan (u,), biét u; = 2, u; = 18. Tinh téng clha mudi
s6 hang dau tién.

Gidi. Theo gia thi€t, u; = 2, u3 = 18. Ta cé
Uy = u].f_.rz::rQ.qz: BN g=%3

Vay c6 hai truong hop :

_ol0
o =3, tu6b mu=3%_%rl=59mm;
o 10
cg=-3,tacd Sy = 2[11 ({ :;}} ] =-29524 . m

A
1 1 1
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BAN CO BIET ?

NHA VUA AN PO KHONG PU THOC PE
THUGNG CHO NGUOI PA PHAT MINH RA
BAN CO VUA !

Hay doc lai ﬁ' d §4, ching ta sé thay sé hat théc dé lam phan thuédng chinh la

téng 64 s6 hang dau clia cdp s6 nhan véiu; = | vag = 2. Vay
64
S S E P A P i = S g
1-2

Cir cho rang 1000 hat théc nang 20 gam (cho du it hon thuc t€), thi khéi lugng
thoc la
2002% -1y
1000

Néu dem rai déu sé théc nay l1én bé mat cla Trai Pat thi sé dugc mét 18p théc
day 9 mm ! Thir héi, nha vua lam sao ¢é dudc mét Iudng théc khéng 16 nhu vay ?

gam = 369 ti tdn.

Bai tap
B e B a8 57 I
Chitng minh cac daysé|—=-2" |, | — |, || ——= la cac cdp s6 nhan.
5 2.” 2
Cho cap s6 nhan (u,) véi cong boi ¢.

a) Bi€t u; = 2, ug = 486. Tim ¢.

b) Biét ¢ = % ly = % Tim u,.

c) Biét u; = 3, ¢ =-2. Hoi 56 192 1a s6 hang thit may ?
Tim cdc s6 hang cta cép s6 nhan (u,) c6 nam s6 hang, biét :
a) uz=3Ivaus=127; b) uy — 1y =25 va uz - uy = 50,
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4.

5i

104

Tim cAp s6 nhan c6 sdu s6 hang, biét rang téng clia nam s& hang ddu 14 31
vl téng clia nam s6 hang sau 13 62,

Ti 1é tang dan s6 cta tinh X 14 1,4%. Biét rang s6 din cua tinh hién nay 13
1,8 triéu nguoi. Hoi véi mie tang nhu vy thi sau 5 nam, 10 nam s6 dan cua
tinh dé la bao nhiéu ?

Cho hinh vuéng €| c6é canh bang 4. Ngudi ta

chia méi canh ctia hinh vuéng thinh bén phin
bang nhau va néi cic diém chia mét cich thich

hop dé ¢6 hinh vuéng €5 (h.44). Tir hinh vuéng

(5 lai 1Am ti€p nhur trén dé dwogce hinh vudng (3, ... .
Ti€p tuc qud trinh trén, ta nhin duge diy céc

hinh vuéng Cy, Cy, C3, ..., C,, ... . Hinh 44

Goi a, 1a d6 dai canh cta hinh vuéng C,. Ching minh diy s6 (a,) 12 moét
cip s6 nhan.

BAI POC THEM

DAY SO TRONG HINH BONG TUYET VON KOC
(HINH HOC FRACTAL)

Thuat nglr "Fractal" duoc Bo-noa Man-den-bo-ré (Benoit Mandelbrot) sir dung
vao nadm 1975. N6 cbd gbc La-tinh "Fractus”, nghia |1a mét bé mat khéng déu
giéng nhu mét khéi da nitt gay. Theo B. Man-den-bo-ré thi : "Hinh hoc Fractal cé
hai vai tro, né dién ta hinh hoc clia su hén dén va né ciing c6 thé dién ta vé hinh
hoc cla ndi, may va cac dai ngan ha".

Cac Fractal ¢é hinh thi ma ta ¢ thé nhin thay trong tu nhién, d6 1a cay, la, khéi
d4, nhimg béng tuyét ... . Song, rat ra duge moét céng thirc hinh hoc clia ching
nhu thé nao ? Lam thé nao dé dinh hinh dude hinh dang cla nhimg bot kem
trong li ca-phé ? Hinh hoc Fractal, Ii thuyét vé su hén ddn va nhimg phép toan
phirc tap liéu c6 thé tra 16i dude cac cau hdi nay hay khéng ? Khoa hoc dang
kham pha ra mot trat tu khéng thé ngd déng sau nhiing hién tuong ki la c6 vé hét
sirc 16n x6n cla van vat.
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C6 thé noi Fractal la cdu tric hinh hoc dudc chi tiét hoa
bang cach mé réng & moi fi [&. M6i phan nhoé cha Fractal
la su md phong clia toan bé Fractal. M6i Fractal dudc tao
ra bdi qua trinh 1ap di, 14p lai, trong d6 su két thuc cla qua
trinh trudc lai 1a su bt dau cla qua trinh tiép theo. DE
minh hoa, ta hay xét béng tuyét vén Kéc do nha toan hoc
Thuy Dién vén Kéc (von Koch) dua ra vao nam 1904 (h.45).

Huyon Koch
(1879 — 1924) /\

K,

Hinh 43

Boéng tuyét dau tién K, la mét tam giac déu cé canh bang 1. Tiép d6, chia méi
canh cla tam giac thanh ba doan bang nhau va thay méi doan & gilra bdi hai
doan bang né sao cho ching tao véi doan bd di moét tam giac déu vé phia ngoai,
ta dudc béng tuyét K,. Cir tiép tuc nhu vay theo nguyén tac : Tirbong tuyét K dé

cb béng tuyét K, . . tachia moi canh cla K, thanh ba doan bang nhau va thay
méi doan & giita bdi hai doan bang né, sao cho ching tao véi méi doan bé di mét

tam giac déu vé phia ngoai.

Qua trinh trén |ap di, 14p lai cho ta mot day cac béng tuyét K, , Ky, K3y oy Ky oo

Ki hiéu C,, a,, p, va S, 1an luct |a s& canh, do dai canh, chu vi va dién tich cla

bong tuyét K, , ta c6 cac day s6 (C,), (a,), (p,). (5,).

112
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1. Day sé (C,,) dugc cho bdi céng thirc truy hoi
c,=3
|C,p =4C,, VBin=1.

n—1

Day s6 (C,) lamét cdp sé nhanvéi Cy=3,g=4vaC,=3 .4

2. Day s6 (a,) la mot cap sénhan véia; = 1,4 = % vaa, = —s
-

nenT

n
3.(EJ
Pn+l - 3 _ 4

=—>1nén p
=l n+l
r, fi] 3

3'L3

p,, c6 thé 16n bao nhiéu tuy y (diéu nay sé thay ré hon & chuong sau).

n-1
3.Daysé (p,)cép,=C,a,= 3[%) nén (p,)la mét cap sé nhan véip, = 3,¢ = %

Vip, >0va > p,. Vay (p,) la day sé tang va

4. Day s6 (S,,) c6

12\5 1 3

. 4 - i-1
3n+| = 3.!? +(C n sl 'Tz ‘Sn +34 FT
nay 5 < + 333 (4Y
By 'H'H_"H+F‘ E ’
Ti day cé thé suy ra
=61
i T gy - '—[—j
5 =£+£ l+i+[i] ++[ij =£+3J§- 2 {2\_6-
=18 16 9 9 16 16 l—i ]
&

Day s6 (S,) bi chan trén.

Diéu thu vi clia day vén Kéc la & ché chu vi p, 6 thé 1én tuy v véi n dd I16n, trong
khi dién tich S, lai bi chan (!)

Cac nha toan hoc da ¢é gang mé ta hinh dang clia cac Fractal tir hon mot tram
nam qua. Vdi kha nang clia cac may tinh hién dai, Fractal da tré thanh mot dé tai
dudc quan tam dic biét, bdi ching cé thé dudc dién ta bang ki thuat s va dudc
kham pha qua moi vé dep hdp dan clia ching. Fractal dang dudc st dung nhu
mét phudng tién hé trd cho Toan hoc va né ciing thé hién dudc nhimg nét dep
van hoa trong va ngoai hanh tinh théng qua nén céng nghiép dién anh.
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On tép chuong lil

Khi nao thi cap s6 céng la diy s6 tang, day s6 giam ?

Cho cép s6 nhan ¢6 u; < 0 va cong béi ¢g. Hoi cdc s6 hang khdc s€ mang

diu gi trong céc truong hop sau :
a)g>07? b)g<07?

Cho hai cédp s6 céng cé cling s8 cde s6 hang. Téng cdc s6 hang tuwong ing
cia ching cé lap thinh cdp s6 cong khong 7 Vi sao 7 Cho mét vi du

minh hoa.

Cho hai cép s6 nhian ¢6 cung s6 cdc s6 hang. Tich cdc s6 hang twong iing cia
chiing ¢6 lap thanh cip s6 nhin khong ? Visao ? Cho mét vi du minh hoa.

Chitng minh ring véi moin € N tacé:

a) 13" = 1 chia hét cho 6 ; b) 3n° + 15n chia hét cho 9.
Cho diy s6 (u,), bi€t u; = 2, 4,y =2u, - 1 (véin = 1).

a) Viét nam s6 hang dau cua day.

b) Chimg minh u, = 5 SR bang phwong phap quy nap.

Xét tinh tang, giam va bi chan cta cdc ddy s6 (u,), biét :

I

a) U, =n+— ; b) u, = (-1 sin— ;

n n
) u,=~n+1- J.r_r

Tim s6 hang dau u; va cong sai d ctia edc cdp s6 cong (u,), biét :

Sup +10ug =0 b) Uy + 5 = 60
a . :
Sq =14 nf-i-nfz: 1170.
Tim s6 hang dau u; va cong bdi ¢ clia cdc ciap s6 nhan (u,), biét :
ug = 192 gy — Uiy = 12
i) 6 b) E| 2
ug = 384 ; us — uy = 144 ;

lin +tis — 1y = 10
¢) { 2 3 4 55

by + g — Usg
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10.

11.

14.

15.

108

Tir gidc ABCD ¢6 s6 do (d6) ena cic goe lap thainh mét cip s6 cong theo thir
twr A, B, C, D. Biét rang géc C gap nam lin géc A. Tinh cde gée cua tit gidc.
Biét rang ba s& x, y, z lap thanh mét cip s6 nhan va ba s& x, 2y, 3z lap
thanh mét cip s6 cong. Tim cong bdi clia cip s6 nhin.

Ngudi ta thi€t k€ mot cdi thip gom 11 ting. Dién tich bé mat trén cia

mdi tAng bang nira dién tich mat trén clia ting ngay bén duéi va dién tich
bé mat trén cua ting 1 bang nira dién tich d€ thiap. Biét dién tich mat dé

thap 1a 12 288 m”. Tinh dién tich mat trén cung.

Chirng minh rang néu cic sé v s lap thanh mét cdp s6 cong (abc = 0)
1 I I I
thi cac s6 : 1 ciing lap thanh mot cap s6 cdng.
b+c¢ c+a a+bh

Bai tép trdc nghiém

Cho diy s6 (u,), bi€t u, = 3". Hiy chon phwong 4n ding :
a) S6 hang u, | bang :

(A)3" +1; (B)3"+3; () 3°.3; (D) 3(n+1).
b) S6 hang u,, bang :

(A)2.3"; (B)9": (©3"+3;  (D)én.
¢) S6 hang u,_; bang :

n ] n n

(A)3 —-1; {B)E.S . (C)3 -3, (D)3n-1.

d) S6 hang u,,_, bang :

(A)3°3"—1; (B)3" 3" " @3%-1; e,

Hay cho biét day s6 (u,) ndo duéi diy la diy s6 tang, n€u biét cong thire s6

hang téng quat u,, cua no la :

(A) )" sin% : B) -D*'G" + 1)
| n
(C) — e ; (D) — ;
Jn+1+n ;,-rz-|-1
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16. Cho cap s6 cong -2, x, 6, y. Hay chon két qua dung trong cdc két qua sau :

(A)x=-6,y=-2; \Hyx= 1,y=T:
(= v =8¢ (D)yx=2,y= 10.
17. Cho cap s6 nhian -4, x, -9. Hiy chon két qua ding trong cic két qua sau :
(A)x=356: (B)x=-6,5;
(Cyx=6; (D) x=-36.

18. Cho cdp s6 cong (u,). Hiy chon hé thire diing trong cdc hé thire sau :

My + U
chy M0t

3 5 +Il]u : (B) Hgﬂ'i' ”2](}:2”]5[}

(C) uyg -tizg = tiyg ;

Myp
{D) “]2 30 = "2':!'

19. Trong cdc diy s6 cho bdi cdc céng thirc truy héi sau, hiy chon diy sé 1a
cip s6 nhan :

=2 uy = -1
(A) 5 (B)

Uy = Uy Upy) = 3“.-:
u =-3

(C) : (BRY T T e THEGT :
Upgl = Uy +1 n chiisé 7
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GION Han

GIO1 HAN

Chuong ny cung cdp nhimg kign thiic mé ddu vé Gidi tich. Néi dung clia chuong xoay
quanh hai khdi niém co ban 12 gidi han va fién tuc.

Chinh nhimg khéi niém va céc phép todn vé giéi han va lién tye 14 co s& cho viée nghidn
cliu céc ni dung khéc cla Gidi tich (Dao ham, Tich phén, .. )ﬂachié!.mﬂngsémn
phép gidi quyét nhidu bai toan clia khoa hoc va thye tin, ma ta khéng thé gidi quyét
duge néu chl dling céc kiéin thic cla Dai s6. D6 chinh 14 nhimg bai todn lién quan t6i

suvd han.
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NGHICH Li CUA ZE-NONG (ZENON)

i

R e Mo

o

i o i &
: PR
T % .:Lw I.L‘q -:
;: 2 E s ?:Zj. ;

: N

:‘ 2 ‘. I': |

i L

: i

2 .

A, A

A-sin (Achille) - mét luc si frong than thoai Hy Lap, ngudi dugc ménh danh la
"¢c6 d6i chan chay nhanh nhu gié” dudi theo mét con rila trén mét dudng théng.

Néu luc xuét phat, ria & diém A, cach A-sin mét khodng bang a khac 0, thi mac
di chay nhanh hon, A-sin ciing khéng bao gi¢ cé thé dudi kip rua.

That vay, dé dudi kip rua, trudc hét A-sin can di dén diém xuét phat A, cla rla.
Nhung trong khoang thai gian d6, rua da di dén mét diém A, khac. Dé dudi tiép
A-sin lai phai dén duge diém A, nay. Khi A-sin di d&n diém A, thi rua lai ti€n I&n
diém A, ... Cirnhu thé, A-sin khéng bao gid dudi kip rua.

Cau chuyén trén la nghich Ii ndi tiéng clia Zé-néng (Zénon d'Elée 496 - 429
trudc CN) — mét triét gia Hy Lap & thanh phé Edée, phia nam nudc Y bay gid.
Nghich Ii clia éng gép phan thuc day su xuat hién khai niém gidi han. Nhé khai

niém gidi han, con ngudi cé thé nghién clu cac van dé lién quan tdi su vé han
trong Giai tich.
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GIOI HAN CUA DAY 5O

I - GIGI HAN HUU HAN CUA DAY SO
1. Binh nghia
1
Cho day sé (u,,) véi u, :l.
n
E : T . o I
Biéu dién (1,,) dusi dang khai trién : 1, — —, — —, ..., —
234 D 100
Biéu dién (u,,) trén truc s6 (h.46) :
r: ‘l{"ff? | _] I
j ==
AL S : -
\_ iy ny g s n,
#100 Hinh 46
a) Nhan xét xem khoang cach tir u,, téi 0 thay déi thé nao khi n tré nén rat 16n.
b) Bat dau tir sé hang u,, nao clia day sé thi khoang cach tiru,, dén 0 nhd hon 0,01 ?
0,001 7?
(Ta ciing chimg minh dugc réng |u,| = L ¢6 thé nhé hon mét s6 duong bé tuy y, ké
n
tir mot s6 hang nao d6 trd di, ngha 1a |u, | cé thé nhé bao nhiéu cling duge mién 12
chon n di I6n. Khi d6, ta néi day sé (u,) véi u, = 1o giéi han la 0 khi n dan téi
n
dudng vo cuic).
DINH NGHIA 1
Ta néi day s6 (u,) cé gidi han la 0 khi n dan t6i duong vo cuc,
néu |u, | cé thé nhé hon mot sé duong bé tuy ¥, k€ tir mot s6 hang
nao doé tra di.
Kihiéu: lim u, = 0 hay v, — 0 khin — +o.
n=+w
112
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Nhw vay, (u,) c6 giéi han 1a 0 khi n — 4o n€u u, c6 thé gin 0 bao nhiéu
ciing dugc, mién 1a n du 1én.

: il = =1y
Vidu 1. Cho day s6 (u,) véi u, = 5
n

Bi¢u dién (u,) trén truc s6 (h.47) :

1 Uy us O By W o
Y W 1
e g 725 16 q
]
y |
'”IU: T
Hinh 47
Ngudi ta chimg minh duge rang  lim u, = 0, nghia la |1r”|cé thé nho hon
H=r+m
mot 56 dwong bt ki, ké tir mot s6 hang nao dé trd di.
Chang han :
| 1 |
|| = = — < 0,01 hay |u,| = = < —
n ¥ n
n’ w100
v&imoi n thoa man n? > 100 hay n > 10.
NG6i céch khéc, |u, | < 0.01 k€ tir s6 hang thi 11 tr di.
Twong tur,
|r.'”| = < 0,000 01 hay |u"| ) < o B
n? 2 100000

véi moi n thod man n° > 100 000 hay n > f100 000 » 316,2 .
Vay |u,| < 0,000 01 ké tir s6 hang thit 317 tr& di.

DINH NGHIA 2

Ta néi diy s6 (v,,) c6 gi6i han 1a s6 a (hay v, din t6i a) khi n — +oo,
néu lim (v, —a)=0.
n—»tw

Kihi¢u: lim v, =a hayv,— akhin— + .
n—>+0
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2+ 1 . s ;
. Chimg minh rang lim v, = 2.
n n—+ow

Vidu 2. Cho diy s6 (v,) v6iv, =

Gidi. Tacé lim (v, -2)= lim [2”“ = z] s e Loy

H—>+o Hn—>+wm 1 n—>+on fi
2 . 2n+1
Viay lim v, = lim =2. ®
H—>+o Hh—>+o2 n

2. Mot vai gidi han dac biét

Tir dinh nghia suy ra cdc k€t qua sau :
oz . 1 ..
a) lim —=0; lim T 0 véi k nguyén duong ;
n—a4oll M=+

b) lim ¢" =0 néulgl<1;

n—>+w
¢) Néu u, = ¢ (c 1A hang s6) thi lim u, = lim ¢=c.
n=>+4w =>4
CHU Y

Tir nay vé sau thay cho lim u, = a, taviéttatla limu, = a.
n—>+aw

II - PINH Lf VE GIGI HAN HOU HAN

Viéc tim giéi han bang dinh nghia kha phite tap nén ngudi ta thudng ap dung
cic cong thirc gidi han dac biét néu trén va dinh 1i sau day ma ta thira nhén.

DINH Li 1
G Néu limu, = @ va limy, = b thi \
. lim(u” + v”) —a+bh * lim(u, - '.-'”) —a-h
’ S S
e lim(u, v, )= ab * lim— = — (néu b # 0).

v, b

b) Néu u,, = 0 véi moi n va limu, = a thi

\ a=0va iim.\/;:\/;. /
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2—}1‘

Vidu 3. Tim lim——— 2

1-4—n‘1 |
l
) g et 2 2 3n" —h <
Gidi. Chia tlr s§ vA miu s6 cho n”, ta duge = 2
l+n l.i+l
non
) 1 ) 1
Vilm|3—-—|=1lim3-lim—=3-0=3
n n
Lo 1 1 - (I ’
va lim| =—+1|=lm=lim=+1lml=00+1=1
non n n
| . |
7 lim| 3 - —
_3n*-n 2 n [ u] 3
nén ]”11_2,: lim T = {7 ===3 B
L+n S Iim[—.—+l] :
non non
A1+ 4n?
Vidu 4. Tim |1ml,
1 - 2n
oy #(5+4)
Giai. Ta c6 lim— — il = lim
- 2n
| l
. l—+4 —+ 4
: n n’ 2
= lim 1 = lim | —2— 1. m
n{——Z] - N
n i

III - TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

* Cip s6 nhan v6 han (u,) c6 cong boi ¢, véi |¢| < 1 duge goi 1a cap sé
nhdn Iui vo han.

Chang han, hai day sé sau la nhitng cAp s6 nhan lui vé han :

ey — | . v@icong béi ¢ =

— Diy s6 =y %:
2

O'Q|*—-

Ve K
X
15
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P11 1 N |
-Days6l,——, —, ——, —, ....| - . ... vGicong bdi g = ——.
J 3’9’ 2781 (3] RO Ty

* Cho cdp s6 nhan Iii vé han (u,) ¢6 céng boi ¢. Khi dé,

]_ n ’
Sy = Uy + Uy + uz+.t u,,:”'( g, % _( ") ]qn.
]—q [—q q

Vi |g| < 1 nén limg" = 0. Tirdé ta cé

mn%’:lm{;“l _[lﬂI ]qulzlul'
S =

Gi6i han ndy dwge goi 1A téng cia cdp s6 nhdn lii vé han (u,) vi duge ki

hitula S=wu;+uy +us+..+u, +...

Nhur vay
i
S=l. (lql <1)
Vidu5
a) Tinh téng clia cdp s6 nhan lii vo6 han (u,), v6iu, = %
3
P 1 &
b) Tinhténg | - —+ — - —+ +[— ] + .
2 4 B 2
Giai
" | 1 1
a)Viu,= —nénu; ==, g=—.Dodé
3” 3 3
1
wodatledo g tis aa B e B m 3
3 9 2 g 1-gq l—l 2
3
b) Cic s6 hang ciia téng lap thanh cip s& nhan lbi v6 han véi u; = 1,
o4
g

116

timdapan.com



IV - GIGI HAN VO CcUC

1. Binh nghia

2

ﬂc& nhiéu td gidy gidng nhau, mai td c6 bé day la
0,imm. Ta x&p chéng lién tiép t6 nay lén to
khac (h.48). Gia sir cé thé thuc hién viéc xép

gidy nhu vay mét cach vé han.

Goi u; la bé day cla moét to gidy, u, l1a bé day

cllia mot xép gidy gom hai t, u; la bé day cla

mot xép gidy gém ba td, ..., u, 1a bé day cla

mét chéng gidy gém n td. Tiép tuc nhu vay, ta

c6 dugc day s6 vé han (i,,).

Bang sau day cho biét bé day (tinh theo mm)

clla mét sé chong gidy.

384 000 km

Hinh 48

| | H1000

#1000 000

11000 000 000

n

0,1 100

100 000

100 000 000

1

10

a) Quan sat bang trén va nhan xét vé gia tri ca «,, khi n ting 1én vé han.

b) Véi n nhu thé nao thi ta dat dudge nhimg chéng gidy cé bé day 16n hon khoang
cach tir Trai DAt téi Mat Trang ? (Cho biét khoang cach nay & mat thai diém xac
dinh la 384 000 km hay 384. H:I"g mm).

(Ta ciing chimg minh dugc réng u, = % cé thé 16n hon mot s6 duong bat ki, ké tir

mot s6 hang nao d6 trd di. Khi d6, day sé (u,) néi trén dudc goi la dan tdi duong vo

cuc, khin — +om).

timdapan.com
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DINH NGHIA
* Ta néi diy s6 (u,) c6 gidi han +oo khi n — 4+, néu u, c6 thé
|6n hon mét s6 dwong bit ki, ké tir mét s6 hang nao dé trd di.

Ki hiéu : limu, = +e hay u, — + khi n — +=,

.

* Diy s6 (u,) duge goi 1a ¢ gioi han —o khi n — +w néu
Im(—u,) = +.

Ki hiéu : limu, = - hay u, — —o0 khin — +oo.
NHAN XET
limy, =+ < lim(-u,) = — <0,

Vidu 6. Cho day s6 (u,) v6i u, = n.

Hinh 49 cho mét biéu dién cdc s6 hang cta (u,) trén truc sé.

- 3 by Hy
1 9

01 4
Hinl 49

Biéu dién hinh hoc nay cho thdy, khi n tang 1én vé han thi u, tr& nén
rit 16n. Hon nita, ngudi ta chitng minh duge rang limu, = 40, nghia la u,
6 thé lén hon mot sé dwong bdt ki, ké tir mot s6 hang nao dé trd di.

Chang han, 1, > 10 000, hay n® > 10 000 khi n > 100.
Vay u, > 10 000 ké tir s6 hang thit 101 trd di.
Twong tr, u, > 102 hay n® > 102" khin > 10",
Vay u, > 10°° ké tir s6 hang thr 10" + 1.
Mot vai gidi han dac biét
Ta thira nhan ciac két qua sau :
a) limn® =+ v6ik nguyén duong :

b) limg" = +» néu g > 1.
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3. Dinh li

Ta thira nhan dinh Ii duéi day.

DINH LI 2

S s S
a) Néu limu, = a va limy, = e thi lim—+=0.

Vi

b) Néu limu, = a> 0, limv, =0 vav, > 0 véi moi n thi

e
lim—2 = 40 .

’
]H

\\©) Néu limu, = 4o va limv, = ¢ > 0 thi limu,v,

e

=+m./

Vidu 7. Tim lim et 5.
n.3"
&
g
& e 2n+5
Giai. Chia tir va mau cho n, ta dugc 2 = L
n.3" 3"
- . 5 % s I
Vi 11111{2 +—J = 2 v lim3" = +% nén
n
5
2 4+—
2n+5 .
oy s = lim -0 m
”.3" 3.”

Vidu 8. 'I“nnlim{ﬂ:2 -2n-1).

Gidi. Ta c6 n% = 2n -1 =n2[] —E— LJ

I ”2

1

Vi 11111I12 = 400 Vi ]im[] —-%——J =1 >0 nén

I ”2

. 2 ]
]111*1.':2[1 - —= —2J= + 00,
n n

Vay lim (n2 —2n-1)=+o N

timdapan.com

119



120

BAI POC THEM

QUAY VE NGHICH Li ZE-NONG

Sau khi da hoc vé gidi han cla day s, ta c6 thé gidi thich nhu' thé nao vé nghich
li "A-sin khong dudi kip rua" ?

Pé don giadn, & day ta chi xét mét truéng hop cu thé (truéng hop téng quat dude
giai quyét tuong tu).

Gia sir téc dé chay clia A-sin 1a 100 km/h, cén téc dd chay cla rua 1a 1 km/h. Lac
xuét phat, ria & diém A, cach A-sin 100 km (h.50).

t |

|

O
Hinl 50

Ta tinh thdi gian A-sin dudi ria, bang cach tinh téng thdi gian A-sin chay hét cac

quang duong OA,, A Az, Ahy, s Ay Ay, . Néu téng nay vé han thi A-sin
khéng thé dudi kip dugc rua, con néu né hitu han thi @6 chinh la thai gian ma A-sin
dudi kip rua.

|
|
100 km A s

Dé chay hét quang dudng OA, = 100(km), A-sin phai mat théi gian = i = 1(h).

Vi thai gian ¢, nay, ria da chay dudc quang dudng A;A, = 1(km).

Pé chay hét quang dudng A A, = 1(km), A-sin phai mét thai gian 7, = ﬁ(h). Véi thai

gian 7, rua da chay thém dugc quang duong A,A; = ﬁ (km).
Tiép tuc nhu vay, dé chay hét quang dudng A, A, = —lz—(km}, A-sin phai mat
100"
thdi gian 1, = ——(h
IDDH—]

Vay t6ng thdi gian A-sin chay hét cac quang dudng OA |, AlAy AAs, A A,, . 1A

T=1+ ! - . + : +..+ I +... (h)

100 100° 100° 100"
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ra - » - A & a A -~ e - A I. - ra
Pola téng cua mot cap so nhan lui vo han vaiu, = 1, cong boi ¢ = T néntaco

1 100 l
T = s = = | —= (1}
1 99 99( )

e

100
Nhu vay, A-sin dudi kip riia sau I;—g gid.

Két qua trén (dat dudc nhd ap dung khai niém gisi han) cho phép giai thich
nghich Ii clia Zé-néng.

Bai tép

C6 1 kg chit phong xa doc hai. Bi€t rang, cir sau mot khoang thoi gian
T = 24 000 nam thi mét nira s6 chit phéng xa nay bi phan ri thanh chat
khdc khéng déc hai déi véi site khoé cua con ngudi (T duge goi la chu ki
ban ra).

Goi u,, la khéi lwong chét phéong xa con lai sau chu ki thi ».
a) Tim s6 hang tong quat u, ciia diy s6 (u,,).

b) Chimg minh rang (u,) c¢6 gidi han 14 0.

c) Tir két qua ciu b), ching to rang sau mét s6 nam nao dé khéi hrgng chat
phéng xa da cho ban diau khéng con déc hai déi véi con ngudi, cho biét
chit phéng xa nay sé khéng doéc hai nita néu khéi lugng chat phéng xa con

lai bé hon 10 %,

. . _— I oy ; ;. ; g
Biét day s6 (w,) thoa man |1rn = II <— v6i moi n. Chitng minh rang
n

limu, = 1.

Tim cdc gidi han sau :

2
-1 + st
a) lim & . b) Iimw :
3n+ 2 2n° +1
. 3t san % —n+1
¢) lim— ; d) lim !
AN L on dn - 2
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4. Dé trang hoang cho can ho clia minh, chi chudt Mickey quyét dinh t6 mau
mét miéng bia hinh vuéng canh bang 1. N6 t6 miu xdm cdc hinh vuéng
nho duoc danh s6 1an lugt 1a 1, 2, 3, ..., i, ..., trong dé canh ctua hinh vuéng
ké& ti€p bang mot nira canh hinh vuéng trude dé (h.51).

T T T L L T L]
L i i [ | 1 i
i i | | | 1
» i g i e e B A e
1 [ 1 1 1
3 1 [ 1 1 1
Bl 1 e e e o i ol
I 1 1 | 1
1 1 i 1 ]
PSS C— oo | W RSP R
1 [ i 1 1
1 1 1 I 1
B 1 : 1 | 1
I [ i 1 1 | ]
| 1 | 1 | 1
| 1 1 1 | ]
I e - - T T
I 1 | 1 | 1
1 1 1 1 1 I 1
e R B o e
1 1 1 1 | I
1 i 1 1 | 1
e R Rl e R T
1 1 | 1 I 1
1 1 1 1 I 1
1 L 1 il 1 L

Hinh 51

Gia sir quy trinh t6 mau ctia Mickey ¢6 thé tién ra vé han.
a) Goi u, 1a dién tich cia hinh vuéng mau xdm thit #. Tinh uy , wy , u3 va u,,.

b) Tinh limsS, v6i 8, = uy+ 1wy + usy+..+ u,,

LY.
3. Tl'nhtf?-ng.\'=—1+I——L_+_”+&+
10 10? [

6. Cho s6 thiap phin v6 han tuan hoan a = 1,020 202... (chu ki 1a 02). Hay viét
a duéi dang mot phén sé.

7. Tinh cdc gi6i han sau :

a) Iim(,rrr3 +2n - n+ 1:s b) lim {—r12 +5n-2) ;
¢) lim (\an -n - HJ ; d) ]im('\a‘n2 —n +n).

8. Cho hai diy s6 (u,) va (v,). Bi€t limu, = 3, limv, = 4+,
Tinh cédc gidi han :

3u, — 1
a) lim O g b) lim

u, +1 vi -1

V.
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GIGI HAN CUA HAM S6

I - GIGI HAN HOU HAN CUA HAM SO TAI MOT PIEM

1. Binh nghia
.1

2
, 2x% - 2x
Xét ham s6 f(.a')=1711.

2 e

1. Cho bién x nhimg gia tri khac 1 lap thanh day sé (x,),x, — 1 nhu trong bang sau :

3 4 ] n+ 1
X | x=2 1% :E Xy =§ Xy =: X, :T —_ 1
fO| fop | A | ) | fxg) | o fie) . [
Khi dé, cac gia tri tuong (hg cla ham sé
a2 T
cling l1ap thanh mot day sé ma ta ki hiéu la {f{_r” 1.

a) Ching minh rang f(x, )= 2x, = 2n + 2 ,
H

b) Tim gidi han cla day sé (fix,)).
2. Ching minh réng véi day s6 batki (v,), x, #1 vax, - 1, taluéncé f(x )—2.

2
: ; 22 - 2x
(Vi tinh chat thé hién trong cau 2, ta néi ham sé f{.x:.=‘—l‘ c6 gi6i han la 2
==
khi x dén tdi 1).
123
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Duéi day, thay cho cidc khoang (a ; b), (-0 ; b), (a ; +®) hoac (- ; +w),
ta viét chung la khoang K.

DINH NGHIA 1

Cho khoang K chita diém xq vd ham s6 y = f(x) xdc dinh trén
K hoac trén K\ {xg}.

Ta néi ham s6 y = f{x) 6 gidi han 1a s6 L khi x dan t&i xy néu véi
diy s6 (x,,) bat ki, x,€ K\ {xg} vA x,, = xq. ta c6fix,) > L.

Kihi¢u: lim f(x)= L hay flx) = L khix — xy.

X=X

3
4 4, Chitng minh rang lim f(x) = —4.
2 x—=2

Vidu I. Cho ham s6 f(x) =

Giai. Ham s6 da cho xdc dinh trén R \ {-2}.

Gia sir (x,) 1a mot diy s6 bt ki, thoa mén x, # -2 va x, - -2 khi n — +,
Ta c6

=4 _ i O + 205~ 2)
(X +2)

lm f(x,) = hm

Xy

= lim(x, - 2) = -4,

Dodé lim f(x)=-4. B
x——2

(Lwu v rang, mac du f{x) khéng xdc dinh tai x = =2, nhung ham sé lai ¢é
gidi han 1a -4 khi x — -2).

NHAN XET
lim x=xy; lim ¢c=¢, véicla hang sé.
= .'l.'g = .l'ﬂ
Dinh li vé gidi han hiru han

Ta thira nhan dinh 1i sau day.
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DINHLI 1

ﬁié st lim f(x)=L va lim g(x)= M. Khidé \
X—>Xp X—=>Xp

* |lim [f{.\.') + ;-:(.1‘}] =L+ M;

X —).'l.'ﬂ

* |lim [f'{.r) - g(_r}] =L-M;

X —‘#.1'[]

o lim [f(x)g(x)]=LM ;

X "").1.'0

* |lim m = L] (néu M # 0).
M

X=X J.,'(,'l.')
b) Néuf(x) =0va lim f(x)= L, thi
Xy

L=0va lim ,ff{x = JE

X —}.'l.'u_

(Dau cua fix) duge xét trén khoang dang tim gidi han, véi
XF ,T{] )

2
x* +1
Vidu 2. Cho ham so f(x) = T Tim lim f(x).
24 x

r—3

Giai. Theo Dinh 1i | ta c6

2 lim {',1‘2 +1)

; . 33
lim f(x)= lim ke
x—3 xr—3 2-J; lim 2'\/;

x—=3

lim ,1'2 + lim 1 lim x. lim x + lim |
— x—=3 r—=3 = =3 r—3 y—3 - 3.3+1 _ e

=—. N
lim 2. lim -JT lim 2. {lim x Qqﬁ »,/5

r—=3 =3 =3 =3
2 .
# a .1. + _l' ENE 2
Vidu 3. Tinh lim ———
sl =]

Gidi. Vi (x — 1) = 0O khi x — 1, nén ta chura thé 4p dung Dinh I | néu trén.

2ex-2 (x-Dx+2)
x=1 x—1

X+ 2.

Nhung véix # 1 ta ¢d
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Do dé,

lim
x—

2 ‘ .

x“+x-2 x=1D(x+2 ;

_}._+.....}....._.....: ]iﬂl{l WX + ): [1111(_1'4—2): 3 B
x=1 x—1 x—1 x—1

Gigi han mot ben

Trong Dinh nghia 1 vé gidi han hitu han cua ham s6 khi x — xg, ta xét day

s6 (x,) bat ki, x, € (a; h)\Mxg)} va x, = xgp. Gia tri x, ¢6 thé 16n hon hay

nho hon x.

Néu ta chi xét cac day (v,) ma x, luén 16n hon x, (hay luén nho hon xp),

thi ta ¢é dinh nghia gi6i han moét bén nhu dui day.

DINH NGHIA 2

* Cho ham s68 y = f{x) xdc dinh trén khoang (x; ; b).

S6 L duwoc goi la gidgi han bén phai cia him sé y = f{x) khi

X = xg néu véi diy s (x,) bat ki, xg < x, < b vax, = xy, ta

co fix,) = L.

Kihiéu: lim f(x)=L.
.r—}.rﬂ'

* Cho ham s6 y = f{x) x4c dinh trén khoang (a ; xg).

S6 L duge goi la gigi han bén trdi ciia ham s6 y = f(x) khi

X — xg néu véi diy sé (x,) bat ki, a < x, < xp vax, = xp, ta

cd flx,) = L.

Kihiéu: lim f(x)= L.
X—rxg

Ta thira nhan dinh 1i sau day.

-

DINH LI 2

|

lim f(x)=L khivachikhi lim f(x)= lim f(x)= L. ]

X=Xy X—¥Xp X —).1‘5
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- Sx+2nfux =l (1)
Vidu 4. Cho ham s6 fix) = 5
x“ =3nfux <1, (2)

Tim lim f(x), lim f(x) vd lim f(x) (néu co).

x=>1" x=1F x—>l

Gidgi. Tacéd, lim f(x)= lim (x> -3)=12-3=-2;

x—=l" x=l
lim fix)= lim (5x+2)=51+2=17.
x—1t x—=1"

Nhur vay, khi x din téi 1 him sé y = fix) ¢ gidi han bén trdi 1a —2 va gidi han

bén phaila 7. Tuy nhién, lim f(x) khéng tontaivi lim f(x) # lim f(x). m
x—1 x—=1 x>

2

ﬁTmug biéu thirc (1) xac dinh ham s6 vy = f(x) & Vi du 4, can thay s6 2 bing s6 nao
dé ham sé cé gidihanla -2 khix —» 1 ?

IT - GIGI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI VO CUC
3

Cho ham sé f(x)= c6 dé thi nhu & Hinh 52

Xr=

=
-------l:}- e s o
=

Hinh 52
Quan sat dé thi va cho biét :

~ Khi bién x dan téi duong vé cuc, thi f{x) dan téi gia tri nao.
— Khi bién x dan téi am vé cuc, thi fix) dan téi gia tri nao.
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DINH NGHIA 3

a) Cho ham s6 y = f{x) xde dinh trén khoang (a ; +).
Ta néi ham s6 y = fix) cé gidi han la s6 L khi x — +o néu véi
day s6 (x,,) bt ki, x,, > a vax, >+, ta ¢6 fix,) > L.

Kihiéu: lim f(x) =L hayfix) - L khix — +«.
X >+

b) Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (-= ; a).
Ta néi ham s6 y = flx) ¢6 gidi han 14 s6 L khi x — —o néu véi
day s6 (x,) batki, x, <avax, > -o,tacd flx,) > L.

Kihiéu: lim f(x)=L hayfix) - L khix — -,
A——w

2:{+3. Tim lim f(x) vda lim f(x).

x—-1 r—=—n T4

Vidu 5. Cho ham s6 f(x) =

Giai. Haim s6 di cho xdc dinh trén (-0 ; 1) va trén (1; +0).

¢ Gia sir (x,,) 1a mot day s6 bat ki, thoa mén x, < 1 va x, — —o,

Tac6 lim () = lim =222

n T [

Vay lim f(x)= lim 2"'_Jl_?):

X—>—a0 r—=—wm X —1

2.

* Gia sir (x,,) la moét day s6 bat ki, thoa méan x, > 1 va x, — +o,

5 3 2+ 4
Ta c6 limf(x,) = lim =2~ = Jim “1" =2,
r\'” = e =
.T”
Vay lim f(x) = lim ity =2. 1

X4 x40 x-—1
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CHU ¥
a) Véi ¢, k 1a ciac hang s6 va k nguyén duwong, ta luén cé :
lim c=c; lim c=¢; lim —=0; lim —=0.
Xt X0 X—»+e .1"{ X—>—m y

b) Dinh Ii 1 vé gi6i han hitu han clia him s6 khi x — x; van con
diing khi x — +<0 hoidc x — —=.

Co3x? -2«
Vidu 6. Tim lim %
B & I e |

& Pu s ” > n - 2 2
Giai. Chia ca tr va mau cho x, ta cd

: 2
3.2 _ 9y 3~ E lim [3 - T] lim 3- lim E
lim 2— = lim o a5 e AR o .t _r—>+m»:
x40 p* 4] 1-—}+°'3|+—2 lim |+L lim 1+ lim —~5
X X+ 2 X+ x—4m
il
1+ 0

III - GIGI HAN VO CUC CUA HAM SO

1. Gidi han vé cuc
Céc dinh nghia vé giéi han + (hodc —=) ctia him s6 duwge phat biéu tirong
tu cdc dinh nghia 1, 2 hay 3 & trén.

Chang han, giéi han —o clia him s6 y = f(x) khi x din téi duong v6 cuc
dwoe dinh nghia nhir dudi day.

DINH NGHIA 4

Cho ham s6 y = flx) xdc dinh trén khoang (a ; +).
Ta néi ham s6 y = f(x) ¢6 gidi han 1a —» khi x — + néu véi
diy s6 (x,) bt ki, x,, > a va x,, — +=, ta c6 f(x,) —> —o0.

Ki hiéu: lim f(x)=- o hay fix) - — khi x — +o.
X—>+00
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NHAN XET

lim f(x)=+w< lim (-f(x)) = -0
X—>+o0 X—>»+u

Mot vai gidi han dac biét

a) lim = 4o Vi k nguyén duong.
X—>+w

b) lim x* = —» néuklasslé.
X—=—0

¢) lim x* = + o0 n&u k1 s6 chan.
X—»—0

Mat vai quy tic vé gidi han vé cuc

Dinh 1i vé giéi han cta tich v thwong hai ham s6 chi d4p dung duoc khi tat
ca cac ham s6 dwge xét ¢6 gidi han hitu han.

Sau day 13 mot vai quy tac tinh gidi han cta tich va thuwong hai him s6 khi
mot trong hai ham s6 dé ¢6 gidi han vé cue.

a) Quy tac tim giéi han cua tich f(x).g(x)

Néu lim f(x)=L #0 va lim g(x)= +w(hodac—=) thi lim f(x)g(x)

Xy X=rxp X=rxg

dwge tinh theo quy tac cho trong bang sau :

lim f(x) lim g(x) lim f(x)e(x)
X "‘}_\'u o —9'_1'[] X —)'_I'B

+a0 +en
L>0

— -0

00 -
L<0

—an +a0
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J(x)

b) Quy tac tim giéi han cua thuong

g(x)

lim f(x) lim g(x) e 20 ‘ li Fix)
X=X x—>xg Dau cua g(x) : il}T:U pr
L 1o Tuy y 0
LD & e

0 = =00
L<0 <3 =
= 40

(Dau cta g(x) xét trén moét khoang K nao dé dang tinh gidi han, véi x # xg).
CHUY
Céc quy tac trén vin diing cho cdc trudng hop v — xg, X — X,

X — 40 va X — —o.

Vidu 7. Tim lim (,1'3 - 2x).

R Sl

Gidi. Ta c6 (x> - 2x)= »° [1 " %]
X

! 2
=1>0npén lim .1'3 l——2 = -,
X—»—0 X

)
Vay lim (.\'3 —=2x)= lim X {] - —2] ==, N
X

X == X=p—

Xt X——0

Vi lim .l.'3:—t:ﬂv31 lim (1—

=
MIM

Vidu 8. Tinh cac giéi han sau :

a) lim = : b) lim L 3,
yom x-1 B M
Giai
a)Tacd lm(x-1)=0,x-1<0véimoix <] va
="

Im (2x-3)=21-3=-1<0.

=1
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2x -3

Do dé, lim = a0,
x=- *—
b)Tacé lm(x-1)=0,x-1>0véimoix>1va
x—1"
lim 2x-3)=21-3=-1<0.
=1t
P N T et

yoy1t X =1
Baii tap

1. Ding dinh nghia, tim cac gidi han sau :

_ &2
x+1 ; 55 fim 2 — Sx .
r—4 3x -2 Y —4@ 1-2 Ty

2. Cho ham sé

flx) = {JT +1nfux =20

2x néu x <0
» - - & e l 51
va cac diy soO (u,) v6i u, = =, (v,) v6i v, = —=,
n n

Tinh limu,, limv,, lim f(u, ) va lim f(v, ).

Tir d6 ¢6 két luan gi vé gidi han cua him s& di cho khi x — 0 ?

3. Tinh cdc gidi han sau :

x| - Jr+3-3

a) lim : b) lim ‘ ¢) lim
x==-3 x+1 r=>-2 X+ 2 x>6 Xx-—06
- s -2 -
d) lim u . e) lim £ : f) lim Dy b .
x—+0 4—x x40 x2 41 x40 3+ X

4. Tim cdc giéi han sau :

a) lim 31—_52 - b) lim % - jll; ¢) lim 2 ?.
x=32 (x — 2) x X1 x> X -

132

timdapan.com



x+ 2
2

5. Cho haims6d f(x) = ¢6 d6 thi nhu trén Hinh 53.

X -9

i 4 |

; !

' i

i i

! |

] i

: i
- i 0 | .
_ e o 3 x

! !

) a

'

. i

|

Hinh 53

a) Quan sit dé thi v néu nhin xét vé gid tri him s6 dd cho khi x — —0,
%357 ¥ x 5 =5%,
b) Kiém tra cdc nhin xét trén bang cdch tinh cdc gidi han sau :

e lim f(x) véif{x) duge xét trén khoang (- ; —3),
X—3=—0d

e lim f(x) vaifix) duoc xét trén khoang (-3 ; 3),

=3

e lim f(x) véiffx) duoce xét trén khoang (-3 ; 3).
x—»-=3"

6. Tinh :

a) lim (..\'4 = s 1y 3 b) lim (—2,1'3 e )

X—r+o0 B -
2
s [ ; \f +1+x

¢) lim 2 _2¢+5 . d) lim ;,

r—=—» x4 = 2x

7. Mot thiau kinh héi tu 6 tiéu cu la f. Goi d va d' lan lugt 1a khoang cédch tir
mét vat thit AB va tir anh A'B’” cia né téi quang tam O cua thiu kinh

(h.54). Céng thirc thiau kinh la 2 + = =

1
g d# F
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i f ' f ;
] I
f+ = — T A
A T e
E F 0 Fo—
I ]
E Y :
1 ] r i
| — g s B o o
Hinl 54

a) Tim biéu thife xdc dinh ham sé& d' = @(d).
b) Tim lim ¢(d), lim ¢@(d) va lim ¢(d). Giai

d—> f* depf d =+

k&t qua tim duge.

BAN CO BIET ?

thich ¥ nghia cta cdc

Nha bac hoc Anh Niu-ton (Newton, 1642 — 1727) la ngudi dau tién dé xuat thuat
ngir "gidi han", dich tir chir La-tinh "Limes" c6 nghia |la "bg", "mep" hay "bién gidi".
Tuy nhién, chinh Giu-rin (Jurin, 1684 — 1750), sau d6 Ro6-bin (Robins, 1697 - 1751),
Cé-si (Cauchy, 1789 — 1857) ... mdi dua ra cac dinh nghia vé khai niém nay.

Nha toan hoc Blc Vai-dg-xtrat (Weierstrass) da trinh bay
mot dinh nghia hién dai vé khai niém gidi han, gan giéng
véi dinh nghia sau day ma ngay nay van thuéng dude dung
trong toan hoc.

"S6 h dude goi 1a gidi han clia ham s6 y = f{x) khi x — a, néu
véi méi £> 0, t8n tai >0 saochovlix=ava|x—a|< 3§

thi bat déng thire |fix) — b| < & duge thue hién." (T dién
toan hoc NXB KH&KT 1993).

Ki hiéu "lim" ma ta dung ngay nay la do nha toan hoc Thuy Si
Luy-lo (L'Huiller, 1750 — 1840) dura ra vao nam 1786.

Nhu vay, khai niém Gidi han chi mdi ra dai & thé ki XVII.
Tuy nhién, tu tudng "gidi han" da xuat hién rat sém &
nhiéu nha bac hoc thdi cé dai.

timdapan.com
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HAM SO LIEN TUC

Cdu Bvor-so-vui o Xanh Pé-téc-bua (Nga) dang mé ra cho tau qua lai.

- HAM SO LIEN TUC TAI MOT PIEM

R
—x2+2nfux<-1

Cho hai ham s6 fix) = ¥ va gx)=12 néu — 1< x< 1 ¢6 da thi nhu Hinh 55.

—,1'2+2né'u x=1

y 4 Yi
S22 1
1 7 L |
1 s %1

1 —— J-f_-__--“-'“

D6 thi ham s6 v = ) Bé thi ham s6 v= gv)
Hinh 55
a) Tinh gia fri clia méi ham sé tai x = 1 va so sanh vdi gidi han (néu c¢é) clia ham
s6 dokhix — 1 ;
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b) Néu nhan xét vé d6 thi clia mdi ham sé tai diém cé hoanh dé v = 1.
(Ham s6 y = fix) dugc goi la flién tuc tai x = | va ham sé y = g(x) khéng lién tuc tai

diém nay).

DINH NGHIA 1

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang K va xg € K.

Ham s6 y= flx) duoc goi la lién tuc tai xy néu

Ham sé y = f(x) khong lién tuc tai xy duge goi la gidn doan tai diém dé.

Vidu 1. Xét tinh lién tuc ctia ham s6 f{x) =

e

X=>xp

tai xa= 3.
g n

lim f(x) = f(xp).

Gidai. Him s6 y = flx) xdc dinh trén R \ {2}, do d6 xdc dinh trén khoang

(2 ; +9) chita x5 = 3.

lim f(x)= lim
=3 xr—3

Viéy ham s6 y = f{x) lién tuc tai xg= 3.

X

¥

X =

=3 =f(3).

Il - HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

136

DINH NGHIA 2

s
X=>d

r=h

Ham sé y = f(x) duoc goi la lién tuc trén mot khodang néu né
lién tuc tai moi di€ém ctlia khoang dé.

Ham s& y = fix) dwogce goi la lién tuc trén doan [a ; b] néu né

lién tuc trén khoang (a ; b) va
lim f(x)= f(a), lim_ f(x) = fib).

Khai niém ham s6 lién tuc trén nira khoang, nhir (a ; b, [a ; +o), ... duoc

dinh nghia mot cach twong tu.
NHAN XET

D6 thi cia ham sé lién
tuc trén moét khoang la
moét "dudng lién" trén
khoang dé (h.56).

.1" J

N

N

T
o

il
/ 0

\“\-._/ h
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Hinh 57 cho vi du vé dé thi
cia mdt ham s6 khong lién
tuc trén khoang (a ; b).

\
_ o
2 e

Hinh 537
11 - MOT SO PINH LI CO BAN

Ta thira nhin cac dinh Ii sau day.

DINHLI 1

a) Ham s6 da thire lién tuc trén toan bo tap sé thue R.

b) Ham s6 phan thite hitu ti (thwong ctia hai da thic) v céc
ham sé lugng giac lién tuc trén ting khoang cua tip xac
dinh ctia chiing.

DINH LI 2

/'_Gifl str y = fix) vd y = g(x) 1a hai ham s6 lién tuc tai dié’m\\
xp . Khi dé :

a) Cdc ham s8 y = flx) + g(x), y= flx) — g(x) va y = fix).e(x)
lién tuc tai xp ;

f(x) lién tuc tai xy néu g(xy) #0.

g(x) /

O o B sz
Vidu 2. Cho himsé h(x) =<~ r_1 0%

5 nfu x=1,

b) Himsé y =

Xét tinh lién tuc cliia ham sé trén tip xde dinh cla né.
Giai. Tip xdc dinh cia haimsé 1a R,
2
; 2x° - 2x
o Néu x # 1, thi h(x) = ‘—l‘
X -
Day 14 ham phan thite hitu ti ¢é tip xdc dinh 1A (=» ; 1) U (1 ; +0).

Vay né lién tuc trén méi khoang (- ; 1) va (1 ; +<).
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s Néux=1,tacé h(l)=5va

2 A ol v
lim A(x) = lim 21—21 = lim —M—” = lim 2x = 2.
x>l =1 x-1 x> x-=1 x>

Vi lim A(x) # A(l), nén ham s6 di cho khong lién tue tai x = 1.
r—=1

Két lugn : Ham s6 di cho lién tuc trén cdc khoang (-0 ; 1) , (1 ; +0) va

gidndoantaix=1. W

2
ﬁTrong biéu thirc xac dinh ii(x) cho & Vi du 2, cén thay s6 5 béi s6 nao dé duge mot
ham s6 mdi lién tuc trén tap sé thuc & ?

3

ﬂﬁié sir ham sé y = fix) lién tuc trén doan [a ; b] véi fla) va fib) trai ddu nhau. Hoi
d6 thi clia ham s6 ¢6 cat truc hoanh tai diém thuéc khodng (a ; b) khong ?
* Ban Hung tra I6i rang : “D6 thi cla
ham sé y = flx) phéi cat truc hoanh Ox
tai mét diém duy nhat ndm trong
khodng (a:h)". b)) beeemeem e e yY=x
« Ban Lan khing dinh : "DPé thi clla ham
s6 y = flx) phéi cat truc hoanh Ox it nhat
tai mét diém nam trong khoang (a ; b) .
* Ban Tuén thi cho réng : "Do thi cla
ham sé y = flx) cé thé khéng cat truc
hoanh trong khoang (a ; b), chéng han
nhu dudng parabol & hinh (h.58).
Cau tra 16i cla ban nao dung, vi sao ? Hinh 58

DINH LI 3

Néu haim sé y = fix) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)f(b) <0, thi
ton tai it nhat mot diém ¢ € (a ; b) sao cho fle) = 0.

Minh hoa bang dé thi (h.59). Vi

Hinh 59 .
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Dinh 1i 3 thudng duoe d4p dung dé chitng minh su tén tai nghiém cla
phuong trinh trén mot khoang.

C6 thé phat biéu Dinh Ii 3 dudi mét dang khac nhur sau

Néu ham sé y = fix) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)fih) <0, thi
phuong trinh fix) = 0 ¢6 it nhit mét nghiém nam trong
khoang (a ; h).

Vi du 3. Chitng minh rang phuong trinh _*:3 + 2x — 5= 0 ¢6 it nhit mot nghiém.
Giai. Xét ham s6 flx) = X+ 2v-5.
Ta cof(0) =-5vaf(2)="7. Do doé, fl0)fi(2) < 0.
y = f(x) 1a ham s6 da thirc nén lién tuc trén R . Do doé, né lién tuc trén doan
[0 2]. Tir d6 suy ra phwrong trinh fix) = 0 ¢6 it nhat mot nghiém xy € (0;2). ™
CHITY
Néu nhan xét thém rang f(1)(2) = =14 < 0 thi ta c6 thé két luan
phuong trinh ¢é it nhit mét nghiém trong khoang (1 ;2) < (0 ; 2).

4
ﬂHéy tim hai s6 a va b thod man 1 < a < b < 2, sao cho phuong trinh trong Vi du 3 &
trén cé it nhat mot nghiém thudc khoang (a ; b).

BAI POC THEM

TINH GAN DUNG NGHIEM CUA PHUONG TRINH.
PHUONG PHAP CHIA BOI

* Trong Vi du 3 & phan lll, §3, ta da chimg minh dugc radng phuong trinh
x° +2x — 5= 0 c6 nghiém x; thuéc khoang (0 ; 2). Gia sir ring d6 1a nghiém duy
nhat clia phuong trinh trén khoang nay.

Bang cach ap dung lién tiép Binh Ii 3, ta cé thé tim dudc cac gia tri gan dung cla
nghiém x. Ta lam nhu sau :

0+2

- Bubc 1 : Ly s6 1 = . Ta ¢, f(1) = =2. So sanh d4u cla f(1) va ddu cla

gia tri ham s& tai hai dau mat 1a fi0) va f{2), ta thay : f(1)f(2) = -2.7 < 0. Do d6,
phuong trinh flx) = 0 ¢6 nghiém thudc (1 : 2). Nhuvay, xy € (1 : 2).
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- Buée 2 : Lay 6 1,5=
Do d6, fix) = 0 c6 nghiém thudc (1 ; 1.5). Nhu vay, xy € (1 1.,5).

- Buéc 3: LAy s6 1.25=

2

1+

I—JrE_Ta cd

)

L fi1,5) = 1,375 va ADA1,5) = =2.1375 < 0.

. Ta ¢, f(1,25) = —0,546 875 va f(1,25).f(1,5) < 0.

Do d6, f(x) = 0 c6 nghiém thudc (1,25 ; 1,5). Nhu vay, x; € (1,25 1,3).
Bang sau day trinh bay két qua tinh |an lugt clia cac budc 4, 5, 6, 7.

a+h | a+h
o h 5 Ka) i) B T Mghiem xp
1,25 1,5 1,375 = 0.346 875 1,375 0,349609 375 1.25< g = 1.375
1,25 1.375 13125 — 0546 875 0349609375 — 0, 114013671875 1.3125 < < 1.375
13125 1,375 | 134375 | —0,114013671875 0,349609375 0,1 13861083984375 13125 < 1p< 1.34375
1,3125) 1,34375 | 1,328125) —0,114013671875 | 0,1 13861083984375 | —0,001049041748046875 1.3281 25 < i< 134375

1.
140

Néu dimg & buéce 4, ta ¢6 1,25 < x; < 1,375. Nhu vay, c6 thé cé dugc cac gia tri

gan ding ctia nghiém x,. Chéng han 1,25+1,375

la mot gia tri gan dung clia x,
véi sai s6 tuyet déi A < | 1,375 - 1,25] = 0,125.

Khi dimg & budc 7, ta c6 1,328125 <x; < 1,343 75.Co thé 1ay xg= 1,335 937 5 véi sai
s6 tuyét déi A < [1,343 75 - 1,328 125 = 0,015 625.

Néu tiép tuc quy trinh trén, ta tim dudc nhimg gia tri gan dung clia x, véi sai sé
cang ngay cang bé.

a+h a+bh

Chu y. Trong qua trinh tinh toan, néu cé sé nao dé ma f( ]: 0, thi két

2 s a+b
luén nghiém x; =

e Viéc tim gia tri gan ding cla nghiém nhu trén sé dé dang hon néu sir dung may
tinh bé tai. BAc biét, may tinh bd tui ¢é chitc nang |ap trinh hay may vi tinh ¢é thé
cho phép tinh mét cach tu déng va nhanh chéng gia tri gan dung cla nghiém véi
sai s6 A rat bé.

Bai tap

2 7 - . b ’ 5 5 — 3 £
Dung dinh nghia xét tinh lién tuc cua ham s6 f{x) = x° + 2xv — | tai xg = 3.
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19

a) Xét tinh lién tuc ctia ham s6 y = g(x) taixy = 2, biét

1‘3 -8
) —nfux #2
g2x)=9 y-92
5 néu x = 2.

b) Trong biéu thite xdc dinh g(x) & trén, cin thay s6 5 bdi s6 ndo dé ham s8
lién tuc tai xg = 2.
‘ 3x + 2 néux < -1
Cho ham sé f(x) = )
x“ =1 nfuxz=-1.

a) V& d6 thi cia him s6 y = f(x). Tir d6 néu nhan xét vé tinh lién tuc cna
ham sé trén tip xdc dinh cua né.
b) Khang dinh nhan xét trén bang mét chimg minh.

i

,\’2 +x-6

Cho cdc ham sé f(x) = va g(x) = tan x + sin x.

Véi méi ham s6, hiy xdc dinh cic khoang trén dé ham s6 lién tuc.

Y ki€n sau ding hay sai ?

"Néu ham 56"y = f(x) lién tyc tai diém xy con ham sé'y = g(x) khéng lién
tuc tai xp, thi y=flx)+ g(x)la mét ham s6 khéng lién tuc tai xgp."
Chitng minh rang phwong trinh :

a) 2 — 6x + 1 = 0 c6 it nhit hai nghiém ;

b) cosx = x ¢6 nghiém.

On tép chuong IV

Hay lap bang liét ké cdc gidi han dac biét cia didy s va cde giéi han dac
biét ctia ham sé.

#

Cho hai day s6 (u,) va (v,). Biét |HH = 2] < v, v6imoi n va limv, = 0. Cé
két luan gi vé gidi han cia diy s6 (u,) ?

Tén clia mét hoe sinh droe ma hod béi s6 1530. Biét rang méi chir s6 trong
s& nay 13 gid tri clia mot trong cdc bi€u thitc A, H, N, O véi :

A= lim A4 : = lim[‘an + 2n —n];

n+ 2
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N = lim
3n+1

Vn-2

O = lim

3 — 54"
=47

Hiy cho biét tén clia hoc sinh nay, bang cdch thay cdc chir s& trén boi cic

chir ki hiéu bi€u thite turong ting.

a) C6 nhan xét gi vé cédng bdi clia cac cap s6 nhan lii vé han ?

b) Cho vi du vé mét cdp s6 nhan i vé han ¢é céng boi 1a s& Am va mot cip s6
nhan [ v6 han ¢6 cong boi 1a s6 dwong va tinh téng ctia mbi cap s6 nhan d6.

Tim cdc gidi han sau :

: x+3
a) lim
r—=72 _1'2
2x=3 .

+x+4

2
. X“+5x+6
b) lim 12—‘ :
xr—=-3 X+ 3_1'

d) lim (ﬂ,\'3 + ,1'2 -2x+1);
X+

x+3 \f.rz - 2x+4 —-x

e) lim : f)y lim
) r—=—on 33X — | X =3 —a 3x -1
2 3. .2
Cho hai him sé f(x) = Bk va g(x) = L‘ZH
x x

a) Tinh lim f(x) ; lim g(x); lim f(x) va lim g(x).
x—=0 x=0 X —r+en N

b) Hai dudng cong sau day (h. 60) 1a dé thi ctia hai ham s6 di cho. Tir két
qua ciu a), hiy xdc dinh xem dudng cong nao 1 dé thi cia moéi ham sé doé.

J L 04

a) b)
Hinh 60
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10.

11.

Xét tinh lién tue trén R ctia ham s6

. | nfux->=2
g(x) = . B
5—-x néu x < 2.

Chitng minh rang phuwong trinh x> - 3x + 5x - 2= 0 ¢6 it nhit ba nghiém
nam trong khoang (-2 : 5).

Bai tép tréic nghiém

Ménh dé nao sau day 1A ménh dé ding ?

(A) Mot diy s6 c6 gidi han thi luén luén tang hoac luén luén giam.
(B) Néu (u,,) la diy s6 tang thi limu, = +».

(C) Néu limu, = +o0 va limv, = +o0 thi lim(u, —v,) = 0.

(D) Néu u, = a" vi-1<a<O0thi limu, =0,

1 +2+3+...+n

I'il'2+]

Ménh dé nio sau day la ménh dé diing ?

Cho day s6 (u,,) v&i u, =

(A) limu, = 0; (B) limu, :% : (C) limu, =1 ;

(D) Day (u,) khong c6 gidi han khi n — +m.
Cho diy s6 (u,) v6i u, = 24 2V b (D™,

Chon ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

A) limu, =2 + 22 + .+ 2 + .= I JEJE :

(B) limu, =—-» ;
(C) limu, =+ ;
(D) Day s6 (u,) khéng c6 gidi han khi n — +o.
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Chon phuong an ding :

2 W bang :
x=1" X~
(A=l ; (B) —0 ; (C)=3; (D) +e0,
i o = x2
13. Cho ham s6 f(x) =
X
lim f(x) bang :
X——en
(A) +o ; Bi1: (C) —o0 ; (D) —-1.
14. Cho ham sé
)X néux=3
F) = ofnd 13 ,
m néu x =3,

Ham s& da cho lién tuc tai x = 3 khim bang :
(A) 4 : (B) —1 ; ©)1; (D)— 4.
15. Cho phuong trinh
~4x> +4x-1=0. (1)
Ménh dé sai la :
(A) Him s8 f(x) = —4x +4x -1 lien tuc trén R ;
(B) Phuong trinh (1) khéng ¢6 nghiém trén khoang (- ; 1) ;
(C) Phuong trinh (1) ¢6 nghiém trén khoang (-2 ; 0) ;

(D) Phwong trinh (1) ¢6 it nhat hai nghiém trén khoang [—3 : %j
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BA0 HAM

Trudc day, Dao ham va Tich phin duge hoe tron ven frong Gidi tich 12. Ngdy nay, phan
Li thuyét dao ham dugc hoe trong chuong trinh Dai 58 va Gii tich 11 68 phuc vy kip thai
cho viéc hoc cée bd mbn khoa hoc khae nhur Vat I, Hod hoc, ...

& day, hoc sinh duge hoc ddy 0 va hg théing vé dao ham c4p met tr c4c bai toén dua
8n su xult hién khal niém dao ham, dinh nghia, quy t4c tinh va céc cong thiic dao ham
co bén va quan trong nhét.

Dao ham cp hai duge dua ra nhim gilip cho viéc hiéu bén chét va céch tinh toan mét
khéi nigm quan trong clia VAt If 13 gia téc.

Pinh nghia V7 phén duge dua ra nhim chusn bj cho viée hge Tich phdn & Gidi tich 12.
Vi khéng c6 thdi gian hoc &16p 11, phén Ung dung dao ham chuyén sang chuong déu
tién cla Giai tich 12.
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PINH NGHIA VA Y NGHIA
CUA PAO HAM

I - DAO HAM TAI MOT PIEM

1. Cac bai toan dan dén khai niém dao ham

1‘

ﬁmm doan tau chuyén déng thang khdi hanh tir mot nha ga. Quang dudng s (mét) di
duoc clia doan tau la mét ham sé clia théi gian ¢ (phat). O nhimg phut dau tién,
ham s6 d6 la s = 1.
Hay tinh van toc trung binh clia chuyén dong trong khoang [f ; 1,] véi 1y =3 va i=2 ;
t=235;1t=29;1t=299.
Néu nhan xét vé nhimg két qua thu dudc khi r cang gan 1, = 3.

a) Bai toan tim van toc tic thoi
Mot chit di€ém M chuyén déng trén truc s'Os (h. 61).

5 (9 5t ot s(t) 5
1 1

v

Hinh 61
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Quing dudng s clia chuyén dong 134 mot him s6 cnia thoi gian ¢
5= s(1).
Hiy tim mét dai luvong dac trung cho mite d6 nhanh cham ctia chuyén déng

tai thoi di€m .

Giai. Trong khoang thoi gian tir 7; dén 7, chit diém di duge quang dudng 1a
5 — 5= 8(1) - s(tg).

Néu chit diém chuyén déng déu thi ti s6

S8y _ s(t) — 5“0)
=1y =1y

14 moét hang s6 véi moi 1.
D6 chinh 14 vén t6c clia chuyén dong tai moi thdi diém.
Néu chit diém chuyén dong khéng déu thi ti s6 trén 14 van téc trung binh
chia chuyén déng trong khoang th&i gian |r - rﬂl ;
Khi t cang gin 1, tic la |r - :[,l cing nhé thi van téc trung binh cang thé
hién duge chinh xdc hon miic d6é nhanh cham clia chuyén déng tai thoi
diém 7.
Tir nhan xét trén, nguoi ta dua ra dinh nghia sau day.
Giéi han hitu han (n€u cd)
e SCE) =80
t=ty I—1p
duge goi la vdn téc tire thoi cia chuyén dong tai thoi diém 7.
D6 13 dai lugng dac trung cho mifc dé nhanh cham clia chuyén dong tai thai
diém ;.
b) Bai toan tim cuong dé tie thoi
Dién luong Q truyén trong day din 1a mot ham sé cla thdi gian 1
Q= Q(n).
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Cuong dé trung binh cua dong dién trong khoang thoi gian |r —Ip| 12
_0) - 0(ty)
p ==———,
0

Néu |r - 15| cang nhé thi ti s6 nay cang bi€u thi chinh xdc hon cudng do
dong dién tai thoi diém 1. Ngudi ta dua ra dinh nghia sau day.

Gidi han hitu han (n€u co)

[im —Q(-“) — 0

=, =1y
duge goi la cuwong dé tive thoi ctia dong dién tai thoi diém 7.
NHAN XET

Nhiéu bai todn trong Vit li, Hod hoc, ... dua dén viéc tim gidi

han dang lim 1) - ()
A=>p X = Xy

, trong do y = flx) la mot ham s6

da cho. Gidi han trén dan téi mét khai niém quan trong trong
Toan hoc, d6 la khai niém dao ham.

2. Dinh nghia dao ham tai mét diém
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (a ; b) vaxy € (a : b).
Néu tén tai gidi han (hitu han)

i £00 = f(x0)

X—rxp X XD

thi gi&i han dé duge goi la dao ham cua ham s6 y = f(x) tai

di€ém xg va ki hiéu 1a f'(xg) (hoac y'(xp)), tirc 1a

f'(xg) = lim f(x) -~ 7(%) :

X=2x; X—Xp
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CHU Y
Dai lrong Ax = x = xy dirge goi 1a s6 gia cua déi s6 tai xy.

Dai lwong Ay = fix) — flxp) = flxyg + Ax) — flxg) duoe goi la s6
gia trong ung cua ham s6. Nhu vay
v'(xg) = lim ﬁ
Av—0 Ax

3. Céach tinh dao ham bang dinh nghia

;iz

Cho ham s6 y = x”. Hay tinh y'(x,) b&ng dinh nghfa.

Dé tinh dao ham ctia ham s6 y = f{x) tai diém xq bang dinh nghia, ta ¢6 quy
tac sau day.

QUY TAC

/'B:rét' /. Gia str Ax 1a s6 gia ciua do6i s6 tai xg, tinh e
Ay = fixg + Ax) — flxg).

5 gAY
Buor 2. Lap t1 s6 e A
Ax

; . Ay
Buwoe 3. Tim lim —}.
Av =0 Ax

3 - - I s w JF P
Vidu I. Tinh dgo ham clia ham s6 f(x) = — tai diém xy = 2.
X

Giai. Gia sir Av 1a s6 gia ciia doi s6 taixg = 2. Ta c6

1 | Ax
Ay = fQ+Ax) - f(2) = e et £
A L I s vy B 22 + Ax)
Ay 1 ;
Ar 22+ Ax)
; Ay ; —1 1
lim —= |lim ——— = — —,
Ax—0 Ax  Av—02(2 + Ax) 4
Vay £'(2) = —%. .
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4. Quan hé giira sy tén tai cia dao ham va tinh lién tuc cia ham sé

5.

150

Ta thira nhan dinh Ii sau day.

#

DINHLI 1

Néu ham s6 y = f(x) c6 dao ham tai xy thi né lién tuc tai
diém dé.

CHU Y
a) Dinh Ii trén twrong duwong véi khang dinh :
Néu ham s6 y = f(x) gidn doan tai xy thi né khéng c6 dao
ham tai diém dé.
b) Ménh dé dao ctia Dinh 1i 1 khéng diing.
Mét ham s6 lién tuc tai mét di€m c6 thé khéng ¢6 dao ham tai

diém dé.
a2 .
Chﬁng han, ham sé fix) = & néiu ¥l y
x néox <0

lién tuc tai v = 0 nhung khéng ¢é dao ham tai dé.

Ta nhan xét rang doé thi cia him sé

nay la moét dudng lién, nhing bi [#)
"gdy" tai di€em O(0 ; 0) (h. 62).

1

Y nghia hinh hoc cla dao ham

3 }I:,‘C
2 ¥

a) Vé db thi clia ham sé f(x) =‘T
b) Tinh £'(1). Hinh 62
c) Vé dudng thing di qua diém M(1 : %)

.l

va cé hé s6 géc bang f'(1). Néu nhan ¥4
xét vé vi tri tuong déi clia dutng thing )
nay va do thi ham sé da cho.

a) Tiép tuyén cua dudng cong phang

Trén mat phang toa dé Oxy cho dudng  fixg)
cong (C'). Gia str (') 1a d6 thi ctia ham ]
sO y = fix) va My(xp ; f(xp)) € (C). Ki

hiéu M(x ; fix)) 1a mot diém di chuyén 0
trén (). Pudng thang MyM 1a mét cat

tuyén cua (C) (h.63). Hinh 63
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Nhan xét rang khi x — xp thi M(x ; fix)) di chuyén trén (C) téi diém
My (xg 5 f(xp)) va nguge lai. Gia sir cdt tuyén MM c6 vi tri gidi han, ki hiéu
A MyT thi MyT duge goila tiép tuyén cia (C) tai My. Diém M, duoc
goi la tiép diém.

Sau day, ta khéng xét trudng hop ti€p tuyén song song hoac trung véi Oy.
b) Y nghia hinh hoc ctia dao ham

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (a ; b) vd cé dao ham tai
Xg € (a; b). Goi (C) la d6 thi ciia ham s6 dé6.

DINH LI 2

Dao ham clia ham s& y = f(x) tai diém x, 12 hé s6 géc cla
ti€p tuyén MyT cua (C) tai diém My (xg ; flxg)).

Chirng minh. Gia sir M(xy + Ax ; flxg + Ax)) 1a diém di chuyén trén (C). Ta
c6 (h.64)

MyH = Ax, HM = Ay.

Hé s6 gbc cua cdt tuyén MgM 1a tang, trong dé @ 1a gée tao boi truc Ox v

vectd MgM nhu trén Hinh 64a hoac 64b. Ta ¢6

HM Ay
tﬂﬂ@" T — ———,
MUH Ax
¥
Sxo + Ax)
Sixg)
Q

Hinh 64
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Khi M din téi My (M — M) thi Ax — 0 va nguoc lai.

Theo gia thiét, f{x) c¢6 dao ham tai x; nén tén tai gidi han

: v %Y :
f'(xg)= lm —== lim tang.
0 P
Av—s0AY MM,

Vay khi M — M, thi cit tuyén MyM dan téi vi tri gidi han 1a dudng thang

MyT, c6 hé s8 géc bang lim tang = f'(xp).

Durong thang M,T 12 ti€p tuyén tai My ciia (C).

Vay f "(xg) 12 hé s6 gbe clia ti€p tuyén tai My ctua doé thi (C). m
¢) Phuong trinh tiép tuyén

4

Viét phuong trinh duéng thdng di qua My(x, ; y,) va cé hé sé géc k.
Tir ¥ nghia hinh hoc clia dao ham ta ¢6 dinh li sau day.

-

DINH LI 3

(rPercmg trinh ti€p tuyén ctia dé thi (C) ctia hAm s6 y = ﬂ_r)—\
tai di€m M g(xg ; flxg)) 12

y =¥ = f'(x)(x - xp),

ktrong dé yg = flxy). y

5
ﬁCho ham s v= —x2 +3x-2. Tinh ¥i(2) béng dinh nghia.

152

Vidu 2. Cho parabol y = X +35-2.

Viét phuong trinh ti€p tuyén clia parabol tai diém c6 hoanh do x; = 2.

Giai. Bang dinh nghia ta tinh duoc y'(2) = —1. Do d6, hé s6 géc cuna ti€p
tuyén la —1. Ngoai ra ta ¢ y(2) = 0.

Véy phuong trinh ti€p tuyé€n cia parabol tai diém My(2 ; 0) 1a
y=0=(-1).(x-2) hay y==x+2. ®
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6. Y nghia vat li cda dao ham

a) Van téc tic thoi

Xét chuyén dong thang xdc dinh boi phwong trinh s = s(t), véi s = s(z) 1a
mot ham s6 ¢6 dao haim. Nhu dé thdy trong bai todn md dau, van téce tire thoi

ctia chuyén déng tai thoi di€ém 74 1 dao ham clia him s6 s = s(7) tai f :

l’(.fu) = .T'(fﬂ),
b) Cudng do tire thoi

Néu dién lugng Q truyén trong day din la mot ham s6 cua thoi gian : Q = Q(1)
(Q = Q(r) la mot ham s6 6 dao him) thi cudng d6 tire thoi cia dong dién
tai thoi di€ém to 1a dao ham ctia him s6 Q = Q(1) tai ¢ :

I(ty) = Q'(tg).

II - PAO HAM TREN MOT KHOANG

6
ﬁﬂﬁng dinh nghia, hay tinh dao ham clia cac ham sé :

a) fix) = v tai diém x btk ; b) e(x) = tai diém b&tki x 0.
X

DINH NGHIA

Ham s6 y = fix) duoc goi 1a ¢é dao ham trén khoang (a ; b)
néu né c6 dao ham tai moi diém x trén khoang dé.

Khi dé, ta goi hamséf': (a; b)) > R

x— f'(x)
la dao ham ctia ham s6 y = f(x) trén khoang (a ; b), ki hiéu la
y hay f'(x).

Vidu 3. Him s6 y = _.-;2 ¢6 dao ham y' = 2v trén khoang (- ; +w),

. 1, . 1 ) . .
Hamsbé y = — ¢6 dao ham y' = - — trén cac khoang (- ; 0) va (0 ; +m),
X X
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BAI POC THEM

DAO HAM MOT BEN

Cho ham sé& y= f(x) xac dinh trén khoang (a:h) va X €(a :h). C6 thé khéng
tén tai gidi han (hiu han)
o peey=lxg)
lim —M™—
x=bxy, X=X,
nhung tén tai cac gidi han mét bén
. fO=-fOg) . f)- f(xg)
lim ———— |lim ——————
& —}la— e ID _l_'—}_q_'c_} 5 e ID
Khi d6, ta néi ham sé cé dao ham mét bén.

DINH NGHIA 1
N&u tén tai giéi han (hitu han) bén phai
. fx)=f(xy)
llm —,
.-.'-+.-.'D" = _1'[}
ta s& goi gidi han d6 la dao ham bén phadi clia ham sé y= f(x) tai
x=xy vakihieula f'(xj).
Tuong tu, gidi han (hitu han) bén trai (néu tén tai)
FO- f)
im ———
X=X, X=X
dugc goi la dao ham bén trai clahamsé y= f(x) tai x=.x; vakihiéu
la f'(xg).
Cac dao ham bén phai va bén trai dude goi chung la dao ham mot bén.
TU cac tinh chéat clia gidi han moét bén suy ra ngay dinh Ii sau day.

PINH Li

Ham s6 y= f(x) cé dac ham tai x, khi va chi khi f’(.\"']"),
f'(xy ) ton tai va bang nhau. Khi d6, ta cé

£ )= G )= (%)
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Vi dy 1. Ching minh rang ham sé
A
X néuxz=0
flo)= / ,
L —-xnéux<0
c6 cac dao ham mét bén, nhung khéng c6 dao ham tai v, = 0.

Gigi. Tacd :
2

f'07)= lim SO FO) . iy & it :
=0t x-0 =0t X

Poeye fim 2RI i =% g
x—=0 x=0 =0 X

Vay tai x; =0, ham s nay c6 dao ham bén phai bang 0, dao ham bén tréi bang —1.

Vi cac dao ham bén phai va bén trai khac nhau nén ham sé khéng ¢é dao ham

tai x,=0. m

Vi dy 2. Xét su ton tai dao ham va cac dao ham mét bén cla ham sé

fx)= [—W néu x =0

2x néu x <0

tai diém x=0.
Gidi. Vi
s[4
xX)— f(0 —fx" =0
I e LT - e WS S
| x-0 =0t x-0 r—0* 3?
nén ham sé khéng c6 dao ham bén phai tai x = 0.
Wi
lim M; lim £=2
x=0-  x-=0 r=0" X

nén ham sé c6 dao ham bén traitai x= 0 va f'(07)=2.
Tir dinh If suy ra ring ham s8 da cho khéng cé daohamtai x=0. m

DINH NGHIA 2

cac diéu kién sau :
Cb dao ham taimoi x (a:h) ;

Cé dao ham bén phaitai x=a :

Co6 dao ham bén trai tai x = b.

timdapan.com
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Bdi tép

1. Tim s6 gia cia him s6 f(x) = .1'3, biét rang :
a)xg=1:Ax=1;
b)xg=1;Ax=-0,1.

£ - ﬁ\‘j > r W - %

2. Tinh Ay va I cua cac ham s6 sau theo x va Ax :
g

; 2
a)yy=2x-3; byy=x"-1;

3 1

c)y=2x ; d) y=—.
x

3. Tinh (bang dinh nghia) dao ham ctia méi ham s6 sau tai cde diém da chira:

a}_v:,r2+,r taixg=1;

b) ;.=:l taixg =2
&
b = | .

c) y= : tai xg = 0.
xX=

4. Ching minh rang ham sé

(x - ]}2 néu x =0

—-71‘2 nfux<0

flx) =

khong ¢é dao ham tai di€ém x = 0 nhung ¢é dao ham tai diémx = 2.

5. Viét phwong trinh ti€p tuyén cua dudng cong y = e

a) Tai diém (-1 ;-1);
b) Tai di€ém c6 hoanh dé bang 2 ;
¢) Biét hé s6 gée cia ti€p tuyén bang 3.

6. Viét phuong trinh ti€ép tuyén cua duong hypebol y = — :
X

a) Tai diém (% - 2] :
b) Tai diém c6 hoanh dé bang -1 ;

¢) Biét rang hé s& gbc cua ti€p tuyén bang -%.
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: . I , . .
7. Mot vit roi tir do theo phuong trinh s = Eg.fz. trong d6 g~ 9.8 mfs2 la gia

toc trong truong.
a) Tim van t6¢ trung binh clia chuyén déng trong khodng thoi gian tir ¢
(t=5s) dén t+ At, trong cdc trudong hop Ar= 0,1 s; Ar=0,05s; Ar= 0,001 s.

b) Tim van téc tite thoi clia chuyén dong tai thoi diém =5 s.

QUY TAC TINH PAO HAM

I- PAO HAM CUA MOT SO HAM SO THUONG GAP

1
ﬁDung dinh nghia tinh dao ham cla ham sé y = 0 tai diém x tuy v.
Du doan dao ham clia ham s6 y = x'*" tai diém x.

Viéc tinh dao ham ctia hAm s bang dinh nghia néi chung phitc tap. Déi
véi moét s6 ham sé thudng gap, ta ¢é nhing céng thirc cho phép tinh mét
cdch nhanh chéng dao him ciia chiing tai mét diém.

DINH Li 1

5 4 I - - - = -
Himséy=x (ne N,n>1)coédao haimtaimoix € R va

() = m™ L,

Chirng minh. Gia sir Ax 14 s6 gia ctia x, ta c6 :
Ay =(x+Ax)" - x"

= (x+ Ax - x) [(x + Ax)" - +(x+ ﬂ.\'}“_z X+ .. ++ &\'11;”_2 - .1'”_]

]

n—2

= A+ A" e A P x AT 2"
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=1

Ay a= 1= it—
2= (x + Ax) : + (x + Ax) 2.1‘ + .+ (v + Ay : + X 3

Ax
. Ay = - . oL
lim — = ,3.'” : + x" I T ¥ IJ = nx" l.
Av—0 Ax n sfihgng

Viy (x")' = " m
NHAN XET
a) Dao ham cia him hang bang 0 : (e)" =0,

b) Pao him ctia hAm s6 y=xbang 1 : (x)' = 1.

2
ﬁl:hfmg minh cac khing dinh trong nhan xét trén.

PINH LI 2

Hams6 y = Jx 6 dao ham tai moi x duong va

o) = —m.
oy ===

Chirng minh. Gia sir Ax la s6 gia cta x duong sao cho x + Ax > 0. Ta cé

Ay = Ix + Ax - Jx ;
Ay Jr+ Av —Wfx _ (Wx + Ax — ) + Ax + V)

E - Ax Ax(\fx + Ax + JT )
= X Ay — X N 1 )
ﬂu’(J.t + Ax + -J;) 'JJ.' + Ax + -JT '
] ]

. Ay '
lim — = lim

A0 Ay Axo0 «Jx + Ax + Jt_ 2\{? ‘

Viy dao ham ctia him s6 y = Jr I y'= l . B
2[x

R
Cé thé tra Ioi ngay dudc khéng, néu yéu cau tinh dao ham clia ham s6 f(x) = Jr

taix=-3;x =47
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Il - PAO HAM CUA TONG, HIEU, TICH, THUONG

1. Binh i

A

#

DINH LI 3

x thudc khoang xac dinh. Ta ¢6:
(u+v)=u+v'
(u=-v)=u-v

(uv) = u'v+ w'

(E) = u (p = v(x) & 0).
\ Vv pz

/Giﬁ stt i = w(x), v = v(x) 1a cdc him s& ¢é dao ham tai diém\

(1)
(2)
(3)

(4) _/J

Chirng minh. Ta ching minh cic céng thire (1) va (2).

Xétham y = u+ v. Gia sir Ax 12 s6 gia ctia x. Ta ¢ s6 gia twong itng cia u

lAAu,ciaviaAvvaciay=u+vla

Ay=[(u+ Au)+ (v + Av)] = (u+ v) = Au + Av.

Tir d6 2: A+ Av :
Ax Ax

Ay Auw . Av

lim — = lim —+ lm —=u'+vy'

Av—>0 Av Av—0 Av Av—0 Ax
Vay(u+v)' =u' +v'.
Chitng minh tuong tw,tacé (v —v) =u' —v'. |

Bang quy nap todn hoc, ta ching minh duogc

(nmtuwx. .. tu)=ujtusrt..

Ciac cong thire khac duwge ching minh tuwong tu.

4

Ap dung cac céng thic trong Binh Ii 3, hay tinh dao ham clia cac ham sé

y =5x° - 2x° ; y = —x>Jx.

timdapan.com
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Vidu 1. Tim dao ham cua hAim s6 y = Paas e, oy
g e 1 : I
Gidi. (2 - x* +dx)' =2k~ 4° + —=. W
v
Vidu 2. Tim dao ham cua ham s6 y = _1'3(\5 - _.-.'5) ]

Gidi. Ta cé

P -2 = (YW - )+ P - 2%y
_ gl g2 5 _5{_L__54J
X [Jl_ )+ x 2\1‘7 Y

= 32y + 23 [; - 8_!:4]. m

1fx

2. Hé qua

HE QUA 1

Néu & 13 mét hang s6 thi (ku)' = ku'.

HE QUA 2

[l] T "_r (v =v{x) # 0).

5
ﬂHéy chiing minh cac hé qua trén va 18y vi du minh hoa.
1 - 2x

Vidu 3. Tim dao ham cua haim sé y = -
X+

Giai. Ta cé

(1 s 2.1.']' _ =22+ 3)— (1~ 2x)(x + 3)'

x+3 (x + 3)°
=20x 4+ 3) —(1-—2x) =7
- 2 - 7 .
(x + 3) (x+3)
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III - PAO HAM CUA HAM HOP

1. Ham hop

¥y = frelx)).

Hinlh 63

Gia str = g(x) 1a ham s6 cua x, xac dinh trén khoang (« ; b) va lay gia tri trén
khoang (¢ ; d) ; y=fln) la ham s6 cha u, xdc dinh trén (¢ ; d) va ldy gid tri trén
R . Khi dé, ta lap mot ham sG xdc dinh trén (@ ; b) va lay gid tri trén R theo
quy tac sau (h.65) :

x = flg(x).

Ta goi ham y = f(g(x)) 1a ham hop cua ham y = f(u) véi u = g(x).
- \ e 3 II] s ™ i d = - i-D o 3
Vidud4. Himso y=(1 —x") " laham hop ctahaimséy=u  véiu=1-x",

Vidu 5. Him s6 y = sin(er + ») la ham hop ciia ham s6 y = sinu véi

U= @+ y; o ylanhimg hing s6.

R

Ham sé v= N2 +x+1 1aham hop clia cac ham sé nao ?

2. DPao ham cla ham hgp

Ta thira nhan dinh Ii sau day.

PINH LI 4

[Néu ham s6 1 = g(x) c6 dao ham tai x la u’, va ham s6 y = flu)
c6 dao ham tai v 1a y', thi ham hop y = flg(x)) ¢ dao ham tai

xla

\_ P o= ¥l Y
161

timdapan.com



-+ et * bt = & -}
Vidu 6. Tim dao ham cua hamsé v= (1 - 2x)".

w Fa & w 3‘ ] 2 !
Giai. Dat u=1-2xthiy=uw, y', = 3u", u', = -2

Theo cong thire tinh dao ham cta ham hop, ta ¢é
Y. =y ', = 3u(=2) = —6u.
Vay y', = -6(1-2x)°. m

3
3x-4

Vidu 7. Tim dao ham cia hAm s6 y =

s ; 5
Giai. Dat u=3x -4 thi y = —.
u

Theo cong thire tinh dao ham cua ham hop, ta cé
5 -15
y.=y 4, =-——3=——.
X i X HE (3:1‘ - 4}2

Bang tom tat

(H+v-w)y=u+v-w

u'v+ '

(uv)

1 _uv=w'
'.J ‘:2

= | —

S
|

- |

i [

(ku) =ku' (k12 hang s6)

Bdi tap
1. Bang dinh nghia, tim dao him cla cdc ham s6 sau :
ayy= ?+,r—,1'2taix0= 133
b) y=x> — 2v + 1 tai xg = 2.
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1.

X
R
sin0.01 sin0,001

Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :

a) y= P A+ -3 b) ¥ = :_ l,r a7 05y
4 5
4 3 2 i
c‘)y:i——i+i—l; d)j-‘=3.1'3{8—3_'.'2).
2 3 5

Tim dao ham cua cdc ham s6 sau ;

a) y= (.r? - 5_1'2}3 - b) y= (,1‘2 + 1) (5 - 3.\*2] :
x° =1 Xf=x+1

n . .
e) y= [m + —2] (m, n la cac hang s6).
X

Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :
2 /
a) y=x —.1"JI+]; b) y= 2—5_1'—.1'2:
3

& +x
(a 1a hang s8) ; d) y= L+ x

a® - x? VI-x

Cho y=x" - 3x 2 +2. Timx dé :
a)y >0; b) ¥ < 3.

c) y=

PAO HAM CUA HAM s8
LUONG GIAC

sinx

Gidi han cua

Tinh . bang may tinh b tui.
0,01 0,001

Ta thira nhéan dinh Ii sau day.
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PINH LI 1

: sin v
lim =
=0 X
., , . tanwx
Vidu 1. Tinh lim
=0 X
Giai. Ta co
. tanx 5 siny 1 o IR
lim = lim | ——. = lim . lim =1. =
x—=0 X x—0 X Ccosx =0 X r—0 cosx
5 ’ . sin2x
Vidu 2. Tinh lim
=0 X
AP . | . .5 . . sin2x . sinZx
Giai. lim = lim 2[ J= 2 lim =21=2. 0
=0 X =0 2x v—>0 \

2. Pao ham cla ham sé y=sinx

DINH LI 2

[ Ham s6 y = sinx ¢6 dao ham taimoix € R va (sinx)' = cosx. J

Chirng minh. Gia sir Ax 1a s6 gia cuax. Tacd:

Ay=sin(x + Ax) - sinx = ZSiH%.ms[I + E) :

sinE sinE
ﬂ = '2-::03[.1' + E] - ms[,r + EJ 2 :
Ax ) Ax 2) A
2

. Ax
. Ay : Ax o T 2
lim — = lim cos| x +—|. lim £
Av—0 AY  Av—0 Ax—0 Ax
2

164

timdapan.com



(7]

o Ax T v s )
Vi lim cos[_r + — | = cosx (do tinh lién tuc cua ham s6 y = cosx)
Av—=0

. X
. sm .
va lim = =1 nén lm —— =1.cosx=cos.x.
Av—0 E Av—0 Ax
2

Véay ¥ = (sinx)' = cosx. W
CHU Y

Néu y = sinu va 1= u(x) thi

(sinu)' = u'.cosu.

# w * w - " T[
Vidu 3. Tim dao ham cia hamsé y = 5111[3.1( + E] ;
e A IR & ;
Giai. Dat u = 3x + S thi ' =3 vay=sinu.
4 1 (] ﬂ
Tacéd v' = w'cosu = 3cos| 3x +§ .

Pao ham clla ham sé y=cos x
2

Tim dao ham clia ham sé v= sin[g— 1)

PINH Li 3

[ Ham s8 y = cos x ¢6 dao ham tai moi x € R va (cosx)' = — sin,r]

% " ” . [ T v - 5 "
Tir nhan xét cosx = sin [E = .r] suy ra ngay di€u phai ching minh.

CHU Y.

Néu y = cos u va u = u(x) thi

(cosu)' = —u'.sinu.

timdapan.com
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5 4 s “ o 3
Vidu 4. Tim dao ham cua ham sé v = cos(x™ — 1).

= Fw - 3 et r 2 -
Giai. Dat u=x" — 1 thi «'= 3x" va y= cosu.
Ta c6

Yy =—u'sinu= —3,rzsin(_1'5 -1). =
4. Pao hamcla hamsd y=tanx

3

Tim dao ham clia ham sé  f(x)= =0

(.r:: E+ km, k EZ],
2

COs.Y

e

DINH LI 4

. 3 Z . S T
Ham s6 y = tanx ¢6 dao ham tai moi x # 5 +km, k€ Z va

1

lif(.‘nS2 X

(tanx)' =

Sinx

-

Ap dung quy tic tinh dao him ctia mét thuong d6i véi ham s6 tanx =
coSs X

suy ra diéu phai chirng minh.
CHU Y

Néu y = tanu va u = u(x) thita cé

I

i

C082 I

(tanu)' =

Vidu 5. Tim dao ham cia ham s6 y = tan{lrg + 5).
Giai. Dat u = 322 + 5 thi u' = 6x va y = tanu.

Tacd
. uoo 6x o
' cos2u  cos2(3x2 +5)
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5. Pao ham clla ham sd y= cotx

4
RT“ln‘l dao ham cta ham sé

y= tan[g— .1'] vi x Z kn, k€ Z.

DINH LI 5

Ham sé y = cotx ¢6 dao ham taimoix # kn, k € Z va

|

S '1112 %

(cotx)' = —

CHU Y

Né&u y = cot u va u= u(x), ta cé

i

S 'm2 1]

(cotu)' = -

Vidu 6. Tim dao ham cua ham s6
3
y= cot (3x— 1).
Gidi. Dt u = cot(3x - 1) thi y = i,
Theo céng thitc dao ham ctia ham hogp, ta cé

= e o
Y=Y, U, =3u"a',

3C0t2(3.‘( — D[ecot(3x — D]’
—(3x-1)
. 3 .
sm-(3x-1)
=2
s]112{3,1' -1)

= 3c0t2(3x - 1.

3cot?(3x - 1).

_ 9cos*(Bx - 1)
sin*(3x - 1)
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BANG PAO HAM

o

™~

(sinx) = cos.

L8

(cosx)' = —sinx

(sinu) = u'.cosu

(cosu) =—u'.sinu
; I : '
(tanx) = 5 (tanu) =
cos” x cos” u
| u'
(cotx)' = — 5 (cotu)' = — >
sin“ x sin“ u
Bdi tap
1. Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :
x—1 2x +3
a) y=—.; b) y = ;
Sx -2 7-3x
¥ +2x+3 ¥ +Tx+3
(\) y = ! d) y
3-4x 2 - 3x
2. Giai cac bat phwong trinh sau :
2 ;
: X“+x+2
a)y <0véi y = - : :
x—1
2
' x“+3
b)y'=z0véi y = '
x+1
. 2x -1
c)y >0véi y= : :
xX“+x+4
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Tim dao ham cuia cdc ham s6 sau :

a) y= 3sinx — 3cosx ;

¢) ¥= X ¢otx:

e) y=+1+2tanx;

Tim dao ham ctlia cdc ham sé sau :

a) y=(9- 21‘}{2,1'3 - Q,rz +1);

c)y=(x- 2)\".1‘2 +1;

e) y = cos :
l +x

sin.x + cosx

b) y == .
S511.Y — COos X
Sin.x X
tl) P i
x Sin.x

f) v = siny1 + ¥

My=[mﬁ—4ﬂﬁx—m;

X

2 2
d) y=tan"x — cotx

Tinh f , biét rang flx) = .1.'2 va @(x) = 4x + sin%.

@)

Chitng minh rang cdc ham s6 sau ¢6é dao him khéng phu thuée x :

. B 6 s 2
El) Y=S8I X + CO0s X + 3sin"x.cos x 5

b) :,.-:.3052 i—.\' + cos’ £+.t + cos’ 2_11_‘1_ +
3 3 3

+cos’ (2—; + .1'] — 2sin? x.

Giai phwong trinh f'(x) = 0, biét rang :

21+ _r]
= |

a) fix) = 3cosx + 4sinx + S ;

b)f(x)=1—sin{n+ x) + 2(‘03(

Giai bat phuwong trinh f'(x) > g'(x), biét rang :
a) f(x)= ,".’3 *.X— \(5, glx) = 3;.;2 £ x4 JE :

2

) f) = 26 = 443, g = x>+ - 4

timdapan.com
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VI PHAN

1. Binh nghia

Cho ham s8 f(x)=+/x, xy = 4 va Ax= 0,01. Tinh f'(x,) Ax.

Cho ham s8 y = fix) x4dc dinh trén khoang (a ; b) va ¢6 dao ham tai x € (a ; b).
Gia sir Ax la s6 gia cua v,

Ta goi tich f'(x)Ax 1a vi phdn cua ham s6 y = flx) tai x ing vdi
sO gia Ax, ki hiéu la df(x) hoac dy, tire la

dy = df(x) = f'(x)Ax.

CHU Y
Ap dung dinh nghia trén vao him sé y = x, ta ¢
dx =d(x) = (x)Ax= 1.Ax = Ax.
Do dé, véi ham s6 vy = f(x) tacd
dy = df(x) = f'(x)dx.
Vidu 1. Tim vi phin cta cdc him sé sau :
a) }1:,1‘3 -5x+1;
b) y= sin’x.
Giai
a) y= X = Sx+ I, 9= 3’ - 5.
Vay dy = d(x” = Sx + 1) = y'dr = (3x — S)dv.
b) y= sins_\', ¥ = 3sin’x COSY.
Vay dy = d{sin"".r) =dxs 3sin’x cosxdx. W
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2. Ung dung vi phan vao phép tinh gan dang

1.

-

Theo dinh nghia cua dao ham, ta c6

. Ay
f'(xg) = lim —.
¢ Av—0 Ax

Do dé véi |Ax] di nhd thi
Ay o "
e ~ f'(xg) hay Ay = f'(xg)Av.
-

Tir do, tacod flxg + Ax) = f(xg) = f'(xg)Ax

hay | fxg + Av) & f(xg) + f'(xp)Ax.

Dé 1a cong thite tinh gian ding don gian nhit.

Vidu 2. Tinh gid tri gin ding ctia 4/3,99.

Gidi; Dt Foy= 0.tk Flye ——

N

Theo cong thite tinh gan ding, véi xp = 4, Ax = -0,01 tacé
f(3.99) = f(4-0,01)» f(4)+ f'(4)(-0,01),

titc 13 4/3,99 = /4 - 0,01 ~ 4 + '—4.(—0,01) =1,9975. =

2J4
Ba&i tap

Tim vi phéan cua cdc ham sé sau :

X

a) y= (a, b 14 cdc hang s6) ;

a+ b

b) y= {,1‘2 +4x + I](J.'2 - J,?}i
Tim dy, biét :
a) y= tanz_r ;
s cosx

i 1-,1'2‘
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DAO HAM CAP HAI

I - PINH NGHIA

1
ﬂTinh v' va dao ham cla y', biét :

a)ys= X2 - 522+ 4x :
b) y= sin3ux.

Gia sir ham s6 y = f(x) ¢6 dao ham tai mbi diém x € (a ; b).
Khi do, hé thite ¥' = f'(x) xdc dinh mét ham s6 méi trén khoang
(a; b). Néu ham s6 y' = f'(x) lai ¢6 dao ham tai x thi ta goi dao
ham cta y' 1a dao ham cép hai ctia ham s6 y = fix) tai x va ki
hiéu la y" hoace f "(x).
CHU Y

* Pao ham cédp 3 cia ham s6 y = f(x) dwoge dinh nghia tuong tu
va ki hi##ula y" hoac f"'(x) hoac f(S}[.r}.

* Cho him 8 y = f{x) ¢6 dao him cip n — 1, ki hieu 1a F" D (x)
(ne N,n>=4). Néu f(”_”(_f] ¢6 dao ham thi dao ham ctia né

duge goi la dao ham cép n cua flx), ki hiéu la _\J("} hoac fU(x).

£y = (F" D)y

Vidu Véiy=x thi
Y= 5_1'4, 3= 20_\'3, 'l 60,1'2,
_‘,(4} = 120x, _-_i.-(:'} = 120 va _\r(”} =0véin>5.
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II - Y NGHIA CO HOC CUA DAO HAM CAP HAI
2
Mot vat rai tu do theo phuong thing dimg cé phudng trinh .f=%gr2 (trong d6
g=~98 rnfsz}. Hay tinh van téc tire thai v(7) tai cac théi diém fg=4s:=4,1s.

Tinh ti sé % trong khodng At = 1, — ;.

Xét chuyén dong xdc dinh bdi phirong trinh s = f(7), trong dé s = f{r) 12 mét
ham s6 ¢6 dao ham dén cap hai. Van téc titc thoi tai ¢ cta chuyén déng 13

v(r) =f(1).
Lay s6 gia At tai t thi v(f) c6 s6 gia twong tng 1a Av.

£l - ﬂlr . = . - - a g ol
Ti s6 i dwge goi la gia téc trung binh cua chuyén dong trong khoang
I

thai gian Ar. N€u ton tai

v'(t) = lim e ¥(1),
Ar—0 At

ta goi v'(1) = /1) 1a gia téc tite thoi clia chuyén dong tai thoi diém 7.
Viv(t)=f'(t) nén

ne) = f@).

1. Y nghia cd hoc

Dao ham cap hai f "(¢) 1a gia t6c tife thdi ctia chuyén déng s = f(1) tai thai
di€m ¢.

3

Tinh gia téc tirc thoi cla suroi tu do =%g.|"2 .

2. Vidu

Xét chuyén déng c6 phuong trinh
s(r)= Asin( @r + @) (A, @, @ 1a nhitng hang s8).
Tim gia téc tire thoi tai thoi diém ¢ ciia chuyén déng.
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Giai. Goi v(t) 14 van téc tire thoi ctia chuyén déng tai thdi diém 1, ta c6
v(t) = 5'(t) = [Asin(@f + @)]' = Awcos(@t + @).
Viy gia tdc tifc thdi ctia chuyén dong tai thoi diém 7 13

Kb) = s"(1) = V'(f) = ~A@’sin( ot + @). B

Bdi tap
1. a)Chofix)=(x+ IU) . Tinh f"(2).

b) Cho f{.x) = sin 3x. Tinh f"[—%], £"(0), f"[%}

2. Tim dao ham cép hai ciia cdc ham s6 sau :
1 1
aj y= - b) vy = :
= Nl —x
2
c) y=tanx; d) y=cos x.

r

BAN CO BIET

LAI-BO-NIT (LEIBNIZ)

Péng thai va doc lap véi Niu-ton, nha bac hoc ngudi
Blc Lai-bd-nit 1a ngudi phat minh ra phép tinh vi phan

va tich phan. Nhiéu ki hiéu nhu — _[f(\)ch

thuat nglr nhu "vi phan", "tich phén ... do Lai-bg-nit
dua ra van cén dudc st dung dén ngay nay.

Feibniz

(1646 - 1716)

Cong thirc tinh dao ham cép n cla tich hai ham u.v (1 va
v ¢ dao ham dén cép n) sau day l1a cla Lai-bo-nit

(1) _”(HJ {(n= I} ' (1= 2} ny

1'+C.=r +C Rl

(tv)

Cp (n=p} . U”}+...+C::_In1l‘m_”+m'{"}. {*)
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Cé thé chimg minh céng thifc trén bang phuong phap quy nap.

Lai-bd-nit sinh ngay 1-7-1646 tai Lai-xich (Leipzig). Cha ong la Giao su luan li da
mét khi éng méi 6 tudi nhung éng da kip thira huéng & ngudi cha long ham mé
mén Lich sir. Ngoai nhitng budi hoc & trudng, Lai-bo-nit tu trang bi kién thitc nhd
thusng xuyén doc sach trong thu vién ctia cha. Ong hoc tiéng La-tinh ltc 8 tudi,
dén 10 tudi, 6ng da lam tho bang tiéng La-tinh. Sau d6, éng hoc tiéng Hy Lap va
rat gidi thir tiéng nay nhd su cé gang rat I6n. N&m 15 tudi, Lai-bo-nit 1a sinh vién
luat cha Trudng Pai hoc Téng hdp Lai-xich. Trong hai n&m dau, ngoai viéc theo
hoc Luat, 6ng doc rat nhiéu sach vé Triét hoc, nam 17 tudi (1663), nhd ban luan
vAn xuat sdc vé mét trong nhimg hoc thuyét 18n vé Triét hoc, Lai-bo-nit dudc
nhan Bang C nhan.

Mia hé 1663, Lai-ba-nit chuyén sang hoc cac giao trinh toan ctia Erhard Weigel
& Trudng Pai hoc Téng hop léna.

Nam 20 tudi (1666), éng trd lai hoc Luat & Lai-xich va chuin bi thi 1ay Bang Tién
si. Vi ghen ti, ngudi ta tir chéi cap Bang Tién si cho Lai-bo-nit. Ho néu Ii do la éng
con qua tré. Song that ra vi éng hiéu biét vé luat nhiéu hon tat ca cac giao su &
Lai-xich cong lai.

Chan ngay thai do hep hoi bao trim Trudng Dai hoc Lai-xich, éng rdi thanh phé
qué huong dén Nuy-ram-be (Nuremberg). O day, éng dudc phong hoc vi Tién si
vao ngay 4-11-1666 nhd céng trinh vé phuong phap giang day méi vé luat.
Hon nira, ngudi ta con mai 6ng gil chifc vu Giao su luat, nhung éng tir chéi.
Lai-bo-nit da soan céng trinh vé giang day Luat va dé xuat ké hoach céi tién cla
minh trén dudng di tir Lai-xich dén Nuy-r&m-be. Mét trong nhimg d&c trung clia
cudc ddi Lai-bo-nit la éng cé thé lam viéc trong bat ki diéu kién nao, & bat ki dau,
va trong moi thai diém. Ong doc, viét, nghién ngam khéng nging. Ong da viét
phan Ién cac céng trinh toan hoc ciia minh (khéng ké nhing cong trinh d4c sic
vé rat nhiéu linh vuc khac nhau) trong cac chuyén xe ngua trén nhimg con dudng
nhé & chau Au héi thé ki XVII khi éng phai di day, di dé theo yéu cau clia khach
hang. Hoat déng khéng mét méi nay clla éng da dé lai cho chung ta mét khéi
lugng gidy viét dd loai, dl c@ va phai 16n nhu mét déng co khé, chua kip phan
loai, va mdi chi dudc cong bé mot phan. Ngay nay, phan 16n sé gidy nay con
dang dugc déng goi trong mot goc cla thu vién Hoang gia d Ha-nd-vd (Hanover).
That khé tin dugc rang chi mét cai dau lai c6 thé san sinh ra dudc toan bd tu
twdng (da hodc chura in ra) ma Lai-bo-nit da dé lai trén nhimg trang gidy kia. Biéu
lam cac nha giai phau ngac nhién la sau khi do va quan sat hép so clia Lai-bd-nit
ngudi ta nhan thdy rang né nho hon nhiéu so véi hép so clia mét ngudi binh
thudng (Khéng hiéu lgi don ay cé that hay khéng !).

Ong la nha bac hoc 16n trong rat nhiéu linh vuc (Luat, Tén giao, Chinh fri, Lich
s(r, VAn hoc, Logic, Triét hoc, Toan hoc, Siéu hinh). Chi can cé6 mét trong nhimg
céng hién trén day clia 6ng ciing di luu danh hau thé. Ngudi ta bao Lai-bo-nit 1a
moét vi du chimg té cau phudng ngén "Biét nhiéu nghé, ching gidi nghé nao"
khéng dung.

Ong la ngudi sang lap Vién Han lam Khoa hoc Biic ma éng la vi Cha tich dau
tién. Ong mat vao ngay 14-11-1716 & Ha-né-vo trong cé don.
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On tép chuong V

1. Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :

=
a}_\rzj——?}—+x—5; b)\:z_i i_i,
3 2 X .1.2 .'1‘3 ?_1.4
2
= 0xX 7
S T Q) v:[ha_rj(ﬁul)
4x N
} _l+-\/;+ f)‘_—.r2+?.r+5
- x| = A
2. Tim dao ham cua cdc ham sé sau :
X 3 X
a) y= Zs/;sin_r s ) b) y = it :
X 2x + 1
2 :
- i
¢) y= ﬂ ; 3 S 20?5-;1? sing.
sint 3sing + cos@
tan .x cot x
B) Yy e} fyy=———.
" sinx+2 7

3. Chohams6 f(x) = -JI + x. Tinh f(3)+ (x = 3)f'(3).

4. Cho hai ham s6 f(x) = tanx va g(x) = ! . Tinh F©) :
l-x 2'(0)
5. Giai phwong trinh £'(x) = 0, bi€t rang
60 64
flx)=3x+ —e—ie 3,
X Y

6. Cho fi(x)= il f>(x) = xsinx. Tinh 5@
x

fhm
7. Viét phuong trinh ti€p tuyén :

x+1 ,
a) Clia hypebol y = 1_ tai diem A(2 ; 3) ;

b) Cia duong cong y = X +dx’-1 tai di€ém c6 hoanh dé xy = —1 ;
¢) Cua parabol y = X2 —dx+4 tai di€ém c6 tung do yg =
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10.

11.

- 2 r " Boa - 7 3 2
Cho chuyén déng thang xdc dinh bdi phwong trinh § = 1~ — 3+ — 9¢, trong

dé ¢ duge tinh bang gidy va § duge tinh bang mét.
a) Tinh van t6c cha chuyén dong khit= 2 s.

b) Tinh gia téc ctia chuyén déng khit= 3 s.

¢) Tinh gia téc tai thoi diém van tée triét tiéu.

d) Tinh vén téc tai thoi di€ém gia t6c triét tiéu.
Cho hai ham sé

.'-.’2

1
= i v= 3
TR

Viét phuong trinh ti€p tuyén véi dé thi cia moéi ham sé di cho tai giao

di€m ctia ching. Tinh géc giita hai ti€p tuyén ké trén.

Baii t&p tréic nghiém

Chon phiwong an diing :

2
Véi g(x) = \_2114-5_ : £'(2) bang :
X -
(A)1l; (B) -3; (C)-5;

Néu f(x) = sin°x + x° thi f"[— g] bang :

(A)O; (B) I; (©) -2,
Gia sir h(x) = 5(x + 1)° + 4(x + 1).
Téap nghiém cta phuong trinh 4"(x) = 01a :

(A)[-1;2]; (B) (= 0] ; (O (-1}
3 2

X X
. Cho f(x)= — +—+ x.
o fGy="-4"+3

Tap nghiém cta bat phwong trinh f'(x) < 0 14 :

(A) D ; (B) (0 ; +) ; (Y =2 215
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(D) 0.

(D) 5.

(D) &.

(D) (o0 ; +).
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|-
1.

16.

— -~ a et
On tGp cuoi nam
CAU HOI
Néu dinh nghia cdc him s6 lwong gidc. Chi rd tip xdc dinh va tap gid tri
ciia timg ham s6 dé.
Cho biét chu ki cia méi hAim sé y = sinx, y = cosx, y= tanx, y = cot.x.
Néu cich gidi cdc phuong trinh lwong gidc co ban, cach giai phirong trinh
dang asinx + bcosx = c.
Viét cong thire tinh s6 hodn vi cua tdp gdm n phin tir (n > 1). Néu vi du.

Viét cong thice tinh s6 chinh hop chap k clia # phin tir, céng thite tinh s6 t6
hop chip & cta n phin tir. Cho vi du.

Viét cong thire nhi thire Niu-ton.

Phét bi€u dinh nghia xdc sudt (c6 dién) ctia bién cé.

Néu rd cdc bude chimg minh bang phuwong phip quy nap todn hoc va cho
vi du.

Ph4t biéu dinh nghia cip s cong va cong thite tinh téng n s6 hang diu tién
ctia mot cap s6 cong.

Phat bi€u dinh nghia cdp s6 nhin vi cong thite tinh téng n s6 hang diu tién
ctia mot cdp s6 nhén.

. Ddy s8 (u,) thoa mén diéu kién gi thi duge goi 1a 6 gidi han 0 khi n dan

téi dwong vé cuce ?

Viét cong thite tinh téng ctia mot cAp s6 nhan i vé han.
Pinh nghia ham s6 ¢6 gigi han +o khi x — -0,

Néu cac gidi han dac biét cua day s6 va cia ham s6.

Néu dinh nghia ham s& lién tuc tai mot di€m, trén mot khodng. Néu nhan
xét vé do6 thi ctia mot ham s6 1ién tuc trén moét khoang.

Phit bi€u dinh nghia dao him ctia ham s8 y = f(x) tai x = xq.

17. Viét tit ca cdc quy tac tinh dao ham di hoc.

18. Gia sir y = fix) 1a ham s6 c6 dao ham tai x5. Hiy viét phuong trinh ti€p

tuyén ctia d6 thi him s& dé tai di€ém My(xg ; flxg)).

II - BAI TAP

l-r
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Cho ham s6 y = cos2.x.
a) Chitng minh rang cos2(x + km) = cos2x véi moi s6 nguyén k. Tir d6 vé
d6 thi (C') cia ham s& y = cos2x.
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(Y]
&

e , . o 2 - - 1 - - - Y - n
b) Viét phwong trinh ti€p tuyén cia dé thi (C) tai di€ém c¢6 hoanh do x = 3

s B ; 1 - cos2x
¢) Tim tidp xdc dinh cua ham s6 z = '—2 .
| + cos” 2x

5

Cho him s6 y = —————,
6+ Tsin2x

5 i
a) Tinh A = ——— —, bi€t rang tana = 0.,2.
6 + Tsin2a

b) Tinh dao ham ctia ham s6 di cho.
¢) Xic dinh cac khoang trén dé6 y' khéng duong.
(Giai cac phuong trinh :

o o o B ;
a) 2sin—cos’ x — 2sin—=sin” x = cos” x — sin’ x ;
b) 3cosx + 4sinx =5 ;

c) sinx + cosx= 1+ cos.x sinx ;

d) ¥l —cosx = sinx (x € [n;3n]):
e) [cus% — 3sin .r] sin.x + [I + sin% - 3::05;;) cosxi= (),

Trong mét bénh vién ¢6 40 bac si ngoai khoa. Hoi ¢é bao nhiéu cach phan
cong ca mé, néu méi ca gbm

a) Mot bac si mé va mét béc si phu ?
b) M6t bic si mo va bén bae si phu ?

Tim s6 hang khéng chia @ trong khai trién ctia nhi thifc

10
I 2
[—s"f"ﬁ‘j ;
i

Chon ngiu nhién ba hoc sinh tir mét t6 gém ¢6 sdu nam va bon nir.
Tinh xdc suat sao cho :
a) Ca ba hoc sinh déu 14 nam ; b) Cé it nhat mét nam.

Maét tiéu déi b 10 ngudi dirge x€p ngiu nhién thanh hang doc, trong dé ¢
anh A va anh B. Tinh xdc suét sao cho :

a) A va B ditng 1ién nhau ;
b) Trong hai ngudi dé ¢6 mét ngudi ditng & vi tri s6 1 v ngudi kia dimg o
vi tri cudi cung.
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8. Tim cdp s6 cong tang, biét rang téng ba s hang diu ctia né bang 27 va
téng cdc binh phwrong clia ching bang 275.

9. Cho biét trong mot cép s6 nhan, hiéu cia s6 hang thir ba va sé hang thit hai
bang 12 vi néu thém 10 vao s6 hang thit nhit, thém 8 vio sé hang thir hai
con gitf nguyén s6 hang thit ba thi ba s6 méi lap thanh mét cip sé cong.
Hiy tinh téng ctia nim sé hang diu clia cap s6 nhan di cho.

10. Tinh cac gidi han sau :

(n+1)(3 - 2}:]2 _
2 4l *

b)lim[ ] + 2 5 3 +,+”_l];

a) lun

ﬁr2+l n2+l H2+l n“ +1

\an +1 +n

c) lim :
2n+1

d) lim-\ff_?(-dn— — J;}.

11. Cho hai diy s6 (u,), (v,) v6i u, =

a) Tinh limu,, .
b) Ching minh riang limv, = 0.
12. Ching minh rang him s6 y = cosx khéng ¢é gidi han khi x — +o,

13. Tinh cac gidi han sau :

6— 3x x —af3x =2

a) lim ——; b) lim —
x—=>=2 ,)2_1.2 + 1 x—>2 _-.;2 -4
2
. X T =3x+1 .
c) lim ; : d) hm [_\' + _1'2 T B L B L] z
pyt  x—2 x>0 I
. Zx-] x4 VA2
e) lim : fy lim :
Y=+ X+ 3 X—r—o0 2-3x

g) lim (=2x° + x% = 3x + 1),
X0
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14. Chitng minh rang phuong trinh sau ¢6 it nhat mét nghiém :
sinx = x -1,
15. Phuong trinh sau ¢é nghiém hay khéng trong khoang (-1 ; 3) :
o3 ex-1=07
16. Giai cdc phuong trinh :
a) f'(x) = g(x) véi fix) = 311132r va g(x) = 4cos 2x — Ssindx ;
b) f'(x) = 0 v&i f(x) = 20cos 3x + 12cos Sx — 15cos 4x.

17. Tinh dao ham ctia cdc ham s6 sau :

2) y = ] _ - - cosﬂ'xz +1
' cos? 3x . ;,1‘2 +1 ‘

SINX — XY COSX

¢) y=(2 - x%) cosx + 2x sinx ; d) y=

cosX + xsinx

18. Tinh dao ham cap hai clia cdc him s6 sau :

1 |
a) y= : b) ¥y = =—————
x+1 x(1 — x)
¢) v=sinax (a 13 hang s6) ; d) y= sinz_t:.

19. Cho ham s6
fix)= .1'3 + h..rz +cx+d. (C)
Hiy xdc dinh cdc s6 b, ¢, d, biét rang d6 thi (C) cta ham s6 v = fx) di qua

cde di€m (-1 ; -3), (1 ;-1) va f(%] =0,
20. Cho cac ham s6
flx)=x

g(x) = ¥ —3x+1.

3?4 cx +d, (C)

Véi cdc s6 b, ¢, d fim duoc & bai 19, hay :
a) Vi€t phrong trinh ti€p tuyén clia dé thi (€) tai di€ém cé hoanh do x = -1 ;
b) Giai phwong trinh f'(sinx) = 0 ;

¢) Tim lim / I:Sthx} 5l .
v—0 g'(sin3x)+ 3
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PAP SO - HUOGNG DAN

CHUONG I
§1.
. a)tanv=0taix e {-m 0, w};
bjtanvy=1taix € {—EEE} :
4 4 4

l‘-‘

3.

7.

c) tan.xv > 0 khi

[=gpg)d=T)
xeE|-mi——|u0i—|u T — |
2 2 2

d) tanx < 0 khi

SENVE)

a)D=KR\N|lin, ke &} ;
b)D=R\N{K2n ke Z}:

5
D= R\ {?ﬁ+kmkez} :

dD=R \{—%+kmke£}.

Lay doi xiing qua truec Ox cdc phan do thi
ham sé y = siny trén cdc doan [m + k2% ;
21 + k2=x], giti nguyén cdc phéin do thi
conlai (k € Z).

v = sin 2x la ham 56 tudn hoan vé&i chu ki
7 va la ham 6 1. Tu dé suy ra dé thi clia
ham s6 nay.

Cat dé thi haim s6 v = cos x béi dudéng thang

| 2
¥y= 5 xdc dinh hoinh dé giao diém.

cxe(B2rin+i2n ke T

x e[f+k2m:3—“+k2n),ke z.
b 2

a) D=cosxsl, y£3 ¥y =3

Sy =k2n ke £.

b) 3-2sinx <3, v =2

ey = —§+k2:m, ke &.

182

§2.

l.a)x = an::sini3 -2+ k2m,

l-'l-

5

6.

7.

X=T- rut:sinl3 -2+k2n. ke F

Wiee Tt g
;3

cjr= E—+|{'E.&E &
2 2

d) x=—40° +£180°,
x=110°+k180% ke Z.

P ALY L e
3 "D

ayr=1 im‘ccos% +k2n. ke & ;

b)x=+4°+k120%k e Z ;

i T
d) v =iE+kn, e :tEHm. ke &,

x= -—E+kﬂ,ka Z .

a)r=45°+k180% ke Z :

by = lJrﬂhﬁ-i,.{-e Z:
3 18 3

e ke ok ke 2.
4 2

H¥ b Ve LR TR
3 2

i i+k§,k€ z.

12

ajx = i+Jt-£,.\r: — +hn, ke Z.
16 4 4

b=tk N T
g8 4
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§3.

L x=km x= ; +im ke Z.
2 a)x=km x= ig v ke Z
)4 3T
Mx=k—,x=t—+kn. ke Z.
2 8
3. a)x=kdn ke Z ;b)x= E- + k27,
xi= 21 + k2w, x = a:‘csitl(—i] + k27,
i 4
X=T- arcsin(—%] thn ke &

|
c) —f+kﬂ:, .1'=arctzm(—3)+kﬂ.ki Z ;

d) x=Ziin
4
x=arctan(-2)+&km. ke & .

4 a) x= — +kn,
4

x= nrctm(—%] +km ke & ;

h).\'=; +imx=arctnd +im. ke £ ;
c)ly= ; +km, x=arctan(-3)+im ke E
d)x= = +km,x== +kn ke Z.

2 6

;
B i i e i e e B
12 12

b) T kﬂ,k e &
3 b 3

w | =

. . -
(vai cc—sa=§: singr=—).
" n
clx=— +k2n x==-— +kIn ke T :
12 12
T o
d) x=———+kn, ke Z ;
4 32

S 3 12
(vol sin&=— cost:r=ﬁ].

3 )

6, B ek R E T,
10 3

b) x=kn, y=arctan3+km, k€ Z.

On tap chuong I
1. a)co;b)khéng.
2, a) .t'E{—g,S—;} by e (-m:0yu(w 2w .

3 a)l+cosxs2 = ys3, ¥y, =3

= IIAX
o xr=k2r ke E

b) v=<1, ¥ =1

5
- max

ey = 2—;+k2m ke Z.
-

4. a) _1'=—i+arcsm€+k2m ke &
-
J.'=T|:—]—ﬂ.rc5|n€+k2?t, ke &.

b b B vedls din e Ze
8 8
c).r:izTﬂ+k2?t.kE &z
-5
d) x=—tthke ke Z
144 12

5 a)x=k2r .1'=J_r-;£+k2n,ke Z:

b) .1':£+ k®, x= arctani_+ kn. ke &
2 13

c)x=k2n, ke & :v=n-2atin ke &

2 1
(vl cosar=—  sina=—).
V5 5
RPN 2x
d) Diéu kién sinx #0, x = iT+ k2.
CHUDONG 11
§1.
1. a)4;b}42 =16;c)4.3=12;
2.42.  3.a)24;b)576. 4.12.
§2.

1. a)6!:b)3 =3 :c)4l4.
2.10!; 3.210. 4 . 360.
5. a)60:b)10.  6.20.7.60.

183

timdapan.com



§3.
312 % =54 98 S.-1L
6. 8), b) Goi $. Khai trién 11'° = (10 + )'°,

101 % = (10 10,
§4.
L a) Q = {885, SSN, NSS, SNS, NNS, NSN,

SNN, NNN}.
b) A = {558, 55N, SNS, SNN}
B = {SNN, NSN, NNS} ;
C'= 55N, NS, SNS, NNS, NSN SNN, NNNY.
2.02={G, 0.1 =i, j=6}.
3.a) Q= [{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4},
{3.4}}.
b) A={{l1,3},{2,4}};
B= ({12}, {1,4},{2 3}, {2.4}. {3.4}}).
4. a) A=E| mE;; s B=A N4,
C=(4 ﬁIQ}U{ZI MN4,) ;D=4 VA,
b) HD. D la bién ¢6 "Ca hai ngudi déu ban
truot”
5. a)Q={1,2,..10};
b) A={1,2,3,4,5}:B=1{7,8,9, 10} ;
C=12,4,6,8,10}.
6. a) Q= {8, NS, NNS, NNNS, NNNN} ;
b) A = {8, NS, NNS} ; B = [NNNS, NNNN)
7. a) Q goém cic chinh hop chap 2 ciia 5 chit
s61,2,3.4,5;
b)A = {(1, 2).(1, 3), (1, 4), (1,5). 2,3),
A ) T ) B BB O . e ) PR 1 - 1
B={(2,1),(42)}:C =3,
§5.

l.c) F"[A.}=i 2

.P(B)=—.
36 (82 36

2b)A={1,3,4}:B={{1,2,3}.{2,3,4}};
1 1
c) Pl:rl}—'zi-. P[B}—‘E .

1

T
% B GRS
7 e

5. a)=0,0000037:b)=0.28123:
c)= 0,000 133.
2 |
6. —. b) —.
a) 3 ) 3

184

12 13
T.a)Poclip:b) — 1 ¢) —.
) e 1 25 }25

On tap chuong I1

4. a) 1176 : b) 420.

b s B
105 210

2 3 | 1 1
8. a)—:b) —:c)—. 9. a)— ;b)) —.
}5 }j 35 }4 }4

5. a)=10,1;1b)0,.2.

T = 04213,

CHUONG 111

§1.

Bl iyl e
4, EI.) .‘JI =5. .52 =€, .'ij =Z.
§2.

3. bu,=¥n+8 véine N

4. a) Diy so giam ; b) Dy s6 tang ;
c) Day s6 khong tang cung khong giam ;
d) Diy s6 giam.

.':?[;

5. a) Day s6 bi chan duéi viu, =

b) Diy 56 bi chan vi 0 <, E]E;

d}—\ﬁc i, <-uE.

c)0<u, =1

§3.
1. )yu =3,d=-2; b;“,:_?d:'?
c) Diy s6 khong phai la cip sé cong ;
3
dyu, =2, nf=—5.

2. a)u;=16,d=-3;
byu,=3,d=2;u,=-17,d=2.
3. Dip s6 duge dé trong ngoac don clia bing.

iy d Iy * “In
22 | @ 55 20 | (530)
36) | -4 | (<200 | 15 120
3 | 4p7 7 (28) | (140)
-3 | @ 17 12 72
2 -5 (-43) | (10) | =205
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4 a)h,=05+0.18n;b) iy =428 (m).
5. 78.
&4

2. a)q:S;b):”:%:c]u=7.

3. H)'f{=3:%,l.3.9.2?;

sq=-3: % =13 B

SR
3 3 3
4.1,2,4,8, 16, 32.
5. S 3 nam: = 1,9 triéu ngudi ; Sau 10 nam :
= 2,1 triéu nguii.

V10

6. Bidu dién « véinz=1.

ntl = Uy
Do dé diy s6 (a,) 1a cép s6 nhan véi cong
i)
bol ¢ =—.
4
On tap chuong I11
1. Cip s6 cong la diy s6 tang néu d > 0 va
giam néu d < 0.
2. a)u, <0 véimoin;
b) Cac 56 hang dan diu.
5. Dung phuong phdp quy nap todn hoc.
6. a)2,3,3,9,17.
7. a) Diy s6 tang, bi chan dudi.
b) Diy s6 bi chan, khong ting cting khong
giam
c) Diy s6 giam va bi chan vi

1

0<u, s—/—.

"2+

& au =8,d=-3;
b)u;=0,d=3;u,=-12, d:%.

9. a)u;=6,g=2;b)u;=12,4=2;
u;=1,¢4=2.

10. A = 22°30', B = 67°30, C = 112930,

D=157"30".11. ¢; = | hodic ¢, =—. 12 6 m’.

L
3

CHUONG IV
£i.

l. a)u, = %(kg'.l -
2

eyChics: 10 a1 10t Lgkg
10

3 3
3 a)2:b)—:;c)5; d)—.
a) )2 c) J4

4. a) u, :ﬂ!-;b}J-. 5 .ﬁ'=—~!~[-}r,
4!1 3 ||
101 1
6. — 7. a)+m;b)-wm; ¢) —— ;d) +m.
39 a) ) c) > )
8. a)2; b)0.
82,

| x
1.a)—; b)-5.
a 5 )
2. Ham s6 v = fix) khong c6 giéi han khix — 0.
la}—4:b}4.;c}%.d)—2.c}l}:ﬂ—m,

4. a)+o0: b) 40 c)—m

5.b) lim flx)y=0, lim f(x)=—o,
Xp-o 3
lim fix) = 4o,
r=a—3
6. a) 4o b)) 4w e) 4 d)-1.
df
7. I'= gledy =——;
a) @ d) -7
b) lim @d)= 4=, lim @d)=-m,
d—=ft d=f
lim @d)=f.
o =»-+en
§3.

1. v =fi{x) lién tuc tai x, = 3.

2. a) y=gly) khong lién tuc taix, =2 ;b) 12,

3. a) v= f(x) lién tuc trén (o0 ; =1) va
(—1; +e0).

4. a) v = fix) lién tuc trén (-» ; =3), (-3 ; 2)
va trén (2 ; +o) ; b) v = g(x) lién tuc trén
cdc khodng (_?“ +kn ;§+ k:n:] véik e Z.

5. Y kién diing.

185
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6. b) HD. Xét ham s6 f(x) = cosx — x trén

B vahaiso 0, 1.

On tap chuong IV

2. limu, =2. 3. HOAN.
| | l 2
5. a) —:b)—;c)-w;d)-wie)—; ) ——.
W) grbigse Rigat g

6. a) lim fix) =4 lim glx)= 4o,
x—20 x—0
lim flx)=-1; lim g(x)=+o;

X>+m
b) Hinh 60a) 1a dé thi ehia v = g(x), Hinh
60b) 1a dé thi cha v = flx).

7. v = glx) lién tue trén R .

8. HD. Xét dau f(0), f(1), f(2) va f(3).

A0

CHUONG V
§1.
L a)fi2)-f1)=7;
b) (0, 9) - fil) =-0,271.
Ay

2. a)Ay=2Ax, —=12;
Ax

b) Ay = Ax(2x + Ax) ; %: 2v + Ax;
=

c) Ay = 2Ax [3+7 + 3xAr + (Av)’] ;

ﬂ v
% 6.\'2 + 6x Av + 2{&.1‘}2 :
Ax
Ax Ay |
d) Ay=—e—— ol

xr+Ax)  Ax - xa+ Ax) )
J.al3.b) —-JT: c) -2,

4. HD. Ching minh f gidn doan tai x = 0.
Tl dé suy ra f khong cé dao ham tai
diém dé.

5. a) y=3x42; b) y=12x- 16 ;
¢) y=3x+2va y=3x-2.

6. a) y=—4(x=1);b) y=—(x+2);

c) y= B8 [ .

] 1 ]

7. a) 4949 m/s ; 49,245 m/fs ; 49,005 m/s ;
b) 49 m/s.
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82
1. a)-1;b)10.

2. a)5x - 1272+ 2:b) -2 + 2 - % ;

S) 2T = 4 %_r < dy—63x% + 12041

3 a)3°G° -5 (70 - 10) ;

) I 2
b) -4x (3.1‘2 -1):¢) —2(" 1) i
(2 =1)?
B 2
d) —S'i'z . i :c}—ﬁ—g[m—i—’—;J ;
(" —x+1) X X
3 -2x=5
4 a)2v- =Jx i b) ——;
2 W2-5v- 2
2 (3a% - 2x%) 3—x
c) d) ;
Ja? -2 2«J(1 )

S.a)rx<0hoacry>2:b)1- J2 <x<1 442,
§3.

1. a) 3 1 b) 2, :
(5x-2)° (7-3x)
i e T, e
& 22x°=3x-9) . d) 10x° —6x+9 :
(3—4x)2 2(x-3)

2. a1:;Du(l;3);:b)(—0;=-31Ull:+m0);

C}[I-Jﬁ_H@)_

2 v 2

3. a)dcosx+3sinx:b) - &

(sin.x —cos .nr}.t2

X
c) cotx— :
sin” x
Z 1 l
d) (xcos x = sinx) | —=-——|;
X7 sinTx
2
I xcosyx© +1
el . )

cos” xfl +2tan x [

4 2)=22¢ =92 + 1)+ (65— 180) (9 - 2¢) -

3 2 I
b) [—+—J (Tx - 3)+?[ﬁ.ﬁ——] .
Jr o 3 2
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c) 2+]+'r('r_2} :
Wn.l'.wr2 +1
g, T gl n
cos X sin'x (1+x) 1+x
& =,
2
T . .. 3
7o a)x=¢+ = +k2x, (k € Z) véicosp=— ;
5
x=m+kdn
b) T £41|: (k e Z).
V= —— " e
3 3
8. a)(-»;0)w(2;+m); b)(~oo; 0) (] ; +w).
&4,
|
L. a) ————dx
2a +II)J;

b) [{21‘+4}{.V2 —qq ]+|f.1.'2 +4r+1}:{h—¢]]m-;
Wx

2tan v (x —l)sin.r+2.rc‘ns;.‘

dv;b)

cos X (1 —.\'2}2

2. a) dlv.

§s.
1. a) 622 080 ;

b) £ [—ﬂ =-9; f'©)=0;

2. /) ¥"= Y ayt= ‘
(1=’ a1 -y
c) "—zsml d) v"=-2cos 2x
Cos5 X

On tap chuong V
1. a) ¥ g ] d

, 2 8 13 24
b} ¥y= _T+T_T+—: ¥
R SR - Tx°
&Y e 3x2 -7 )
H 4:{2 ]

ox2fx —6x2 - 2Jx +4

d} .'|'I= :
2:2
e) ¥= ; p
RV (B
I8t o
f) y'= 4 =10x+15 .
(.!‘2 ~3x)?
2 a)y= (J.?+l).1'Sln.r+(2.1‘2J:+l]c05,\' ]
; = ’
b) ¥ = “3{2-"+1}SU1.\';ﬁcnsr :
(2x+1)°
’ 2tsint— 1% cost—2
c) ¥= ; :
sin” f
d} _'l." = =7
(3sing+cos |p)2
. 2+ sin’ x
C) y= > =T
cos” x(sinv+2)"
l-?-\G _cotx
Bt sin’ x 11' .
- (2 -1y
32452 41.
4
5. {£2; £4}. 6. -1.
?- ﬂ}_‘q,': —11' +T :
b)y==-x-3;

e)yv=-2x+3=0,y=2r-3.
8. a)-9m/fs: b) ll‘mfsz ’

cl lZmJ'sz o d)=12m/s.
I V2
9, a) v= ——.1.‘+J§,_r: ~.E.r—— :
b)90°.

On tap cuél nam

1.b) y = —B3x + TJ_—

I
— ) IR.
2
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—T0cos 2x 2
(6+7sin2x)%

&) [—£+kn;f+kn]ke 7.
4 4

T R T
S {—+—u; =1y =4 k2m, chEE};
) T (-1 3

b) E—a+k2mkez} véi cusa:%:

sin o =

|

5n

c) {;‘F k2 Rm kle E}; d) {27‘&?} '

e) Vo nghiém.

4. a)Aj, =1560;b)40C] .

= &
5. 210. 6. a;—; : b) |—T“.
Clo Clo
I 1
7. a) E i b) E
10! 10!
8.u;=3.d=4.
9. 186.
1 3 |
10, a) 4 : b) —; —:d) ——.
a) )2 c) 5 ) >

11. a) 0.

13.2)4:b) % e)—omd)—m;

1
clE;ﬂg;glm.

188

15. HD. Xétham s6 f(x)=x' =32 +x-1 va
hai sé -1 : 0.

1 1
16. a) {£+kE: —arcsin— + nm;
4 2 2 3

T iﬂ.l'CSilll +mu k., me & -
2 2 3

b) {ki;iEHZﬂ:, ke z} :
473

17 2) Gsindx :

cos” 3y

—.1«'(\.!’.-.'2 +1 sin\!.rz +1 +cnsJ.r2 +1)
Ja2+1)3
2

X

b)

c),t'zsin.r 2 d)

(cos.x +.xsin .1']?'

18.a) v" = —23- i b) _\*"=—i—+ 2 =3
{(1+x) X (l=x)
c) _1.'”=—u2 sinax ;d) v" = 2cos2yx,

lﬂ.hz—i‘.::[}, d= —E.
2

2

W.a)y=dv+1;
[x=kn

by|x= nn:sin%+n?.r: (m.n ked)

|
X =T—arcsin—+ m2x

c) 5.
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_ THUAT NGU TRANG
Bit phuong trinh luong gidc 37
Bién cé 61
Bién c6 chac chan 61
Bién c6 doi 62
Bl B RO oo s 61
_Biéncoxungkhac 62
Bién 6 doc lip 72
Cip 50 cong 93
Cap s6 nhan 98
Chinh hop 49
Cong boi 98
Cong sai 03
Cong thic cong xdc sudt 69
Cong thiic nhén xdc suat 72
Cong thiic nhi thic Niu-ton 33
Cuong doé tic thoi cia dong dién 153
Day sé 85
Day s6 bi chan 90
Day s6 co6 gidi han hitu han — 113
Day s6 ¢6 gidi han 0 112
Day s6 c6 gidi han vo cuc 117
Diy s6 giam 89
Day s6 hitu han 85
Diy s6 khéng déi 93
Day s6 Phi-bo-na-xi 91
Diy s6 tang 89
Pao ham 145
_Paohambénphai ) 154
_Paohambénvedi b
Pao ham cép hai 171
Pao ham cap n 171
Pao ham ctia ham hop 161
Pao ham mét bén 154
Dao ham tai mét diém 146
Pao ham trén moét doan 155
Pao ham trén mot khoang 153
Pudéng hinh sin 10
Gia téce tie thai chia chuyén dong 172
o O ena RavBIEnES i 62
T T PN | 80
Gigi han bén phai chahamss 126
Gidi han bén trdi cia ham so B 126
Gidi han hitu han ctia ddy s6 112
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THUAT NG U TRANG
Gidi han hitu han clia ham s6 tai mot diém 123
Gidi han hitu han ctia ham sé tai vé cuc 127
Gidihan lim 222 163
=0 X
Gidl han mot bén 126
Gidi han vo cuc (cha day so) 117
Gidi han vé cuc ciahdmss 129
. SISO RN AON o0 sl o 136
Hams6hop IS -
_ Hams6 liéntyc taimotdiém e A0
Ham s6 lién tue trénmétdoan 136
Ham s6 lién tuc trén mot khoang 136
Ham s6 luong gidc 4
Ham s6 tuin hoin 14
Hé thide truy hoi 87
Hinh hoc Fractal 104
Hodn vi 46
Hop ctia hai bién cé 62
Két qua thuin loi cho bién co 61
Khong gian méu 60
Phép thi 39
Phép thir ngau nhién 59
Phucng phap quy nap todn hoc 80
Phuong phdp truy héi 87
Phuong trinh béc hai déi véi mét ham s6 luong gidce 31
Phuong trinh béc nhit d6i véi mot ham sé luong gide 29
Phuong trinh bac nhat déi véi sinx va cos.x 35
Phuong trinh luong gidc co ban 18
Phuong trinh tiép tuyén 152
Quy tac cong (trong to hop) 43
Quy tac nhin (trong t6 hop) 2l
S6 hang téng qudt clia diy sé 85
Tam gidc Pa-xcan 37
Tén sudt 75
Tiép diem 151
Tiép tuyén 151
Téng chia cép s6 nhan lhi vé han 116
Té hop 51
Vin téc tic théi cia chuyén déng 147
Vi phan 170
Xdc suit cha bién cé 65
2% nghia hinh hoc ctia dao ham 150
A nghia vit Ii ctia dao ham 153
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MUC LUC

Chuong I. HAM SO LUONG GIAC VA

PHUONG TRINH LUCONG GIAC

§1. Ham s0 luong giac
§2. Phuong trinh luong giac co ban
§83. Mot s6 phuong trinh luong giac thuong gap
On tap chuong |

Chuong II. TO HOP - XAC SUAT
§1. Quy tac dém
§2. Hoan vi - Chinh hop - T6 hop
§3. Nhi thtic Niu-ton
84. Phép thu va bién co
§5. Xac suat cua bién co
On tap chuong I

Chuong III. DAY SO - CAP SO CONG VA CAP SO NHAN

§1. Phuong phap quy nap toan hoc
§2. Day so

83. Cap s6 cong

§4. Cap s6 nhan

On tap chuong Il

Chuong IV. GIOI HAN

§1. Gioi han cua day so
§2. Gioi han ctua ham s
§3. Ham so lién tuc
On tap chuong IV
Chuong V. DAO HAM
§1. Binh nghia va y nghia cua dao ham
§2. Quy tac tinh dao ham
§3. Dao ham cua ham s6 luong giac
§4. Vi phan
85, Dao ham cép hai
On tap chuong V
On tap cudi nam
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80
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172
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178
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